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DE RESOLVTIONE NVMERORVM IN NVMEROS
- POLYGONALES. . . . .- _
i 3 , 1. * .' ' ' '*
-
* affertiones mumero infinitas : … -. -. - - - ' , • • • • •
I. Omnem numerum effe fummam trium trigonalium vel,
pauciorum. • • ' t ^i;
II. Omnem numerum effe fummam quatuor tetragonalium;
feu quadratorum, vel pauciorum. ., . . . . . . .
III. Omnem numerum effe fummam quinque pentagona-,
lium , vel pauciorum. - S. .* -
IV. Omnem numerum effe fummam ,. fex hexagonalium ;
vel pauciorum. - - - - -
V. Omnem numerum effe fùmmam feptem heptagônalium
vel pauciorum. . pt . pegm ~,
, etc. : , etc, ; ' • · · · · J - ,
A 2 * Quorum
•*
- i
§. t. . . ' ' • ' ' -.
Hs theorema Fermatianum in fe comple&itur féquentes'
, * i . . . • • 1
•£&£ ) 4 ( §&*•
QÜórum theoremarum cum Firmatius affeueraffet ; demon
ftFationem a fe effe inuentam , dubitari certe nequit, eius
demonftrationem certiffimis principiis fuiffe innixam; ex quo
eo magis dolendum eft , eam poft eius obitum prorfus pe
riiffe , vt nullum plane veftigium reperiri potuerit, cum fine
dubio plerique Geometrae in his demonftrationibus inuefti
gandis fruftra defudauerint. Hinc quidem excipienda eft ,
fecunda affertio de refolutione numerorum in quatuor quadrata,
cuius perfe&a demonftratio ab Ingeniofiffimo La Grange in
lucem eft protra&a, ' quae autem ex eiusmodi principiis eft
dedu&a, vt inde nullum plane fubfidium ad reliqua de
monftranda expe£tari poffit. a * - , -
.. §. 2. Ingens igitur difcrimen inter refolutionem in
quadrata et reliquos numeros polygonales intercedere eft
cenfendum , quod potiffimum in hoc confiftit, quod refo
lutio in quaterna quadrata ad omnes plane numeros.,tam
fra&os quam integros fe extendat , cum refolutio in alios
polygonales tantum ad numeros integros Treftringatur, at
que adeo nonnifi fub certa limitatione veritati fit confenta
mea. Refolutio enim in ternos trigonales manifefto tantum
ad numeros integros adftringitur , cum infinitae dentur
fra&iones, quas nullo modo in ternas partes, in formula
**;** contentas, refoluere licet ; veluti fi pro fra&ione'; fta
tuere vellemuis ' ' ' - • • • • • . ,
;===;=* -+-22#- 2 -+- **;**
multiplicando per 8 deberet effe
4= 4 x x -+- 4 x -+- 4 y y -+- 49-- 4 2 2 -+- 4z,
: hincque tribus vnitatibus additis fieret
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Demonftratum autem eft, numerum 7 nullo modo effe poffe
fummam trium quadratorum. Quocirca fi quis demonftra
tionem huius partis ita inftituere voluerit, vt, propofito nu
mero quocunque N , hanc aequationem:
— * 2* -+- 2c 5) —H % Z 2 -+- 23 -
N =**;** —-22;E2 -+- **;
fibi refoluendam proponeret . oleum atque operam perdiderit.
§. 3. Porro vero etiam refolutio in quinque pen
tagonales ad numeros integros adftringitur, fed longe alio
modo atque in trigonalibus vfu venit. Nam fi inter nume
ros pentagonales etiam fra&iones in formula ***=* con
tentas admittere velimus, tum omnes plane numeros adeo
in quatuor pentagonales difcerpere liceret. Propofito enim
numero quocunque N fi ftatuamus -
._ 3 * 25 • _• 3e s *)y ^y - - g 22 2 • • z 3 qu t»—®
', • ====*-+- 122;E? -*- t*£=* —— ,
per 24 multiplicando fiet'
'24N=36xx—12x+36yy-129-+36zz—12 z+36vv-12v
vnde quatuor vnitatibus additis fiet , -
24N-+-4=(6x— 1)*-+-(6y- 1)*-+-(62— 1)*-+-(6v— 1)*
Cum igitur humerus 24 N +— 4 ' certo fit fumma quatuor
quadratorum, quae fit a a -+- b b -+- c c -+- d d, hinc reperie
[I]US • * -
- ..— •--• — b—*- * — c -+- * — d—- *
*= cj , y= -=-, 2 = -=- » v= -=
atque horum radicum numeri pentagonales iun&im fumti
numero propofito N aequabuntur. Nihilo vero minus fi
tantum numeros integros admittamus, vti Fermatius manifefto
poftulat, vtique dantur eiusmodi numeri, quos in pauciores
quam quinque pentagonales neutiquam refoluere licet.
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& i ' §. 4. Praétereà verô, etiamfi hinc fra&iònes excluda
mus et tantum numeros integros admittere velimus, tamen
nouam limitationem adiicere, atque ex ordine pentagonalium
omnes eos, quorum radices funt numeri negatiui, excludere
debemus. Cum • enim formula generalis numerorum penta
gonalium i*** pro radicibus x negatiue fumptis prae2.
beat hos numeros: 2, 7, 15, 26, 4o, etc. fi etiam hos admit
tere vellemus, non amplius quinque, fed tantum tres numeri
pentagonales fufficerent omnibus plane numeris producendis,
atque talis gemina limitatio multo magis pro fequentibus
numeris polygonalibus eft neceffària , vt theoremata Ferma
tiana veritati fint confentanea, quae limitatio fine dubio in
cauffâ eft, quod nulli adhuc Geometrae poft Fermatium ad
demonftrationem horum cafuum penetrare licuerit., . ..
§. 5. Cum igitur in demonftrationibus, qnae defi
derantur, harum reftri&ionum ratio neceffàrio fit habenda,
ipfà Theoremata Fermatiana. fub alia forma repraefentemus,
quae iftas limitationes iam in fé contineat, quod commodiffi.
me fequenti modo fieri poffe videtur, ' ' ' ' *- -
Pro refolutione in numeros trigonales.
* §. 6. Confideretur feries poteftatum ; ç .- i
1 -+- x -+- x* + x* -+- x°--x'*-+- x*'-+- x*'-+- x*-+- x*
in qua poteftates ipfius x progrediuntur, fècundum ipfos
numeros trigonales , • • . .
o , 1 , 3 , 6 , 1o, 15, 2I, 28, etc. .
ac. primo manifeftum eft, fi. huius feriei quadratum capiatur,
alias poteftates ipfius x occurrere non poffe, nifi quarum
exponentes fint fummae duorum numerorum trigonalium.
.… * " - Eodem
."
- -
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Eodem modo intelligitur, fi eiusdem fèriei capiatur cubus,
in eo alias poteftates non occurrere, nifi quarum exponen
tes fint fummae trium numerorum trigonalium. Quocirca pri
mum theorema Fermatii huc reducitur, vt fi prò cubo as
fumtae feriei ftatuatur haec feries per omnes poteftates
ipfuis x afcendens : . . •
1-4-A x-+-Bx x-+- C x*+Dx*-+- Ex*-+- F x*-+-G x' +Hx'+ etc.
demohftretur in hac ferie nullum plane coefficientem nihilo
fore aequalem. Ex ipfà autem formatione manifeftum eft,
mullum horum coefficientium fieri poffe negatiuum.
Pro refolutione in numeros tetragonales, fèu
' ' ' ' quadratos.
. . §. 7. Eic confideretur ifta feries poteftatum : *
. * P = i -+- x -+- x*-+- x* —— x* + x* —— x* —- etc.
euius biquadratum P*, fi euoluatur, omnes comple&etur po
teftates: ipfius x., quarum exponentes fùnt fummae , quatuor
quadratorum ; atque adeo cuiusque coefficiens oftendet, quot
variis modis exponens ipfius x in quatuor quadrata diftri
bui queat ; quare pro hoc cafu demonftrari oportet, fi po
natur ' ' ' . -
P' = 1 +A x+B x x +C x* + D x* + E x' + F x* + etc.
quaé fcilicet feries per omnes poteftates ipfüis x afcendat,
nullum coefficientium A, B, C, D, E effe euaniturum. - Hoc
enim fi fuerit demonftratum, fimul erit eui&tum, omnes plane
numeros in quatuor quadrata refolui poffe.
Pro ;
•>£3? ) 8 ( $3<-
-
Pro refòlutione in numeros pentagonales.
§. 8. Confideretur feries poteftatum ipfius x, qua
rum exponentes fecundum numeros pentagonales afcendant,
quae fit -
- P = 1 + x -+- x' -+- x'*-+- x*-+- x''-+- x"-- etc. '
eiusque euoluatur poteftas quinta, quae fit
P* — I —— A x—H B x* —— C x* —— D x* —— E x* —H etc.
per omnes plane poteftates ipfius x afcendens, ac demon
ftrandum eft, in hac ferie nullum prorfus coefficientem repe
riri, qui fit nihilo aequalis,
Pro refolutione in numeros polygonales
quoscunque. -
§. 9. Sit π numerus laterum polygonorum, et cum
formula generalis omnes iftos numeros polygonales com
ple&ens fit = ; (τ — 2)zz — ; (r — 4) z, pofita fcilicet ra
dice = z, fint omnes numeri polygonales hinc ordine reful
tantes o, &, ß, y, 8, 8, 3, 7), etc. 'vbi quidem conftat effe.
& = I , 8 = m , y = 3 mr — 3 ,
8 — 6 7r — 8, 8 = 1o r — 15, 3= 15 r — 24; -
tum vero confideretur fèries infinita -
P= 1 -+- x*-+- x°-+- x? —— x*-+- x*-+- x*-+- etc. ,
huiusque feriei fumatur poteftas exponentis = tr , quae fit
P" = 1 -+- A x -+- B x x -+- C x* -+- D x* -+- E x* + etc. '
per omnes plane poteftates ipfius x afcendens , ac demon
ftrandum erit , in hac ferie nullum occurrere coefficientem
nihilo aequalem ; vnde patet , fi modo hoc demonftrari in
genere poffet , fimul omnia theoremata Fermatiana fore
-
. demonftrata, §. IG.
-&: ) o ( *- • .
-
§. Io. In hoc igitur negotio non parum fortaffe pro
derit, fi euolutionem iftius poteftatis P" in genere docuero,
fimulque oftendero , quomodo omnes coefficientes . feriei
euolutae a praecedentibus pendeant, ex iisque determinentur.
Hunc in finem coefficientes fingularum poteftatum ipfius x
idoneis chara&teribus defignemus , fitque poteftatis x" coeffi
ciens [n]; quandoquidem hoc modo ftatim perfpicitur , ad
• quamnam poteftatem quisque coefficiens referatur. Nunc
igitur inueftigemus, quomodo quilibet coefficiens [n] ex
praecedentibus, qui funt [m—I], [m—2], [n-3], [n—4], etc.
determinetur. Hoc enim modo iudicium facillime inftitue
tur, num quis coefficiens nihilo aequalis fieri poffit, id quod
forfàn eo facilius oftendi poterit , cum certum. fit, nullum
coefficientem fieri poffe negatiuum, - -
§. 1 I. Cum igitur pofito : • .
- P= 1 + x*-+- x*-+- x*-+- x*-+- x*-+- etc.
quaeri debeat iftius feriei poteftas exponentis r, ftatuamus
S = P", eritque fumtis logarithmis 1 S = r 1 P, hincque dif
ferentiando ** = £#£, vade formetur ifta aequatio:
P. ad S — * S z d P -
AF — -J;— »
pro qua ergo erit - 1 "
£=α x*+ 3 x* + y x* + 8 x* + s x'+ £ x*+ etc.
quae ergo feries per λ S multiplicata idem produ&um ge
nerare debet, quod oritur, fi ipfà feries -
P= * -+- x*-+- x*-+- x* -+- x*-+- etc.
per formulam #* multiplicetur. • ' .
£alri op. 4nal Tom. II. B § 12.
••&&. .) io ( $#3«• .
- §. 1 2. Ponatur igitur fecundum chara&eres ante
defcriptos: -
- R= 1 + [ 1 ] x +[2]x'+[3]x'[4] x*+ €tC.
vbi notetur , primum terminum 1 aequiualere termino [o],
vnde fiet -
#= 1 [1]x'+ a [2]x*+ 3 [3]x'+4[4]x'+ etc.
hisque feriebus conftitutis perpendamus , quot modis pro
-' - ac d S S x d P
pofita poteftas x* in vtroque produ&o P # et t *#4* oc
currat. •
§. 13. Cum igitur ambo multiplicatores P et £££
-
d ac
alias poteftates ipfius x non contineant, nifi qüarum expo
nentes funt a, ß, y, â, etc. manifeftum eft, feriei S terminum
[m] x* ex aliis terminis praecedentibus refultare non poffe,
praeter hos:
[n — a] x*, [n — 3] x*, [n — y] x*;
quamobrem omiffis reliquis terminis confideremus tantum
iftos, ita vt habeamus:
S— [m] x* . . . +[n — ajx*-* - • •
+[m— 3]x*-° . . . + [m — y] x*-*... etc.
vbi per fe manifeftum eft, hos terminos tantum eo vsque :
continuari debere, quoad exponentes [m- &], [n-ß], [n-ºy], etc.
non fiunt negatiui., Multiplicetur igitur ifta forma per
£#£*= m & x*-+- r 3 x°-+- ar y x*—— r 8 x*+- etc. :d ac
et produ&um fequentes terminos poteftatem x* eontinentes
fùppeditabit :
ar a [m — ac] x* —4- r 3[n — 8] x*+ r y [n — y] x*+ etc.
-
. " §. 14.
•&#3 ) 1 1 ( 3*•
§. 14. Deinde iisdem terminis retentis, erit .
§#=n[n]x*.. +(n-a)[n- &]x*-*.. +(n-ß)[n-ß] x**...
+(n— y)[n— y]x*-?... +(n— 8)[n —8]x*-*... + etc.
quae forma du&a in fèriem
P= 1 + x*-+- x°-+- x* -+- x*-+- etc.
fequentes praebebit terminos poteftatem x* continentes : ' '
n [n]x*-+-(n — a)[n — α]x'+-(n—3)(n — 3]x* ,
' -+- (m — y) [m — y] x*-+- etc. , -
3#? cum hoc produ&um priori debeat effè aequale,
o5tinebimus" fequentem aequationem :
n[n]+-(n—α)[n — &]+-(n— 6)[n-3]+(n-y)[m-y]-}- etc.
=r&[n— &)-+-r 8{n-ß]-+-r y{m— y]-+-τό[n-3]+ etc.
§. 15. Hinc igitur patet, coefficientém [m] ab iis
tantum praecedentium , quorum chara&eres funt
[n — cz], [n — 8] , [m — y], etc. .
pendere, ita vt fit -
m [n] ={*.) [n- &] tí* g) [n — 8] *?, [m — y]it etc.
Vbi quidem primo non eft metuendum, ne ob terminos ne
gatiuos vnquam valor ipfius [ n ] proditurus fit negatiuus,
'quandoquidem hoc naturae rei repugnaret ;. et quia valor
ipfius [n] certe eft numerus integer, euidens eft omnes ter
minos in dextro membro iun&tim fumtos femper valorem'
praebere debere vel n, vel 2 m, vel 3 m, vel 4 n, vel etc.
nifi forte inde prodeat o, quod igitur demonftrandum eft
nunquam eueniri poffe, fi quidem theorema Fermatianum
fuerit veritati confentaneum, atque literae &, 3, y, 8, etc.
- * B 2 - - demo
-
•353 ). 1 2 C 3*3-
ri poffe. - - . . t
denotent ordine omnes numeros polygonales pro numero
laterum = Tr.
§. I 6. Manifeftum autem eft, hanc determinationem
coefficientis [n] maxime effe generalem , neque tantum ad
numeros polygonales extendi. Quaecunque enim feries nu
merorum pro literis cz, ß, y, 8, etc. accipiatur, aequatio
inuenta femper habebit locum , et coefficiens [n] indicabit
quot variis modis numerus m poffit effe fumma ` t termi
norum iftius feriei : - -
o , cz , ß , 'y , δ , 8 , ?, 71 , etc. , *
hincque numerus π ita definiri poterit, vt nullus huiusmodi
coefficiens [m] prodeat nihilo. aequalis. Euidens enim e(t
numerum tr femper tantum accipi poffe, vt dextrum mem
brum noftrae aequationis nunquam prodeat negatiuum. Quae
ri autem femper folet minimus valor, qui pro tr affumitus
hoc fit praeftaturus ; vnde, patet hanc methodum ad infinitas,
alias quaeftiones huius generis pari fortaffe fucceffu applica
•
§. 17. Caeterum in genere notaffe iuuabit, nifi fuerit
&= 1 , femper fore [n]= o, quamdiu fuerit n < &; vnde'
in omnibus huiusmodi quaeftionibus neceffe eft vt fit az = r,
quem quidem terminum femper praecedere folet ' terminus
= o", fiquidem feries pro P affumta ab vnitate incipiat.
Applicatio ad numeros trigonales.
- §. 1 8. Quo natura aequationis inuentae clarius per
cipiatur, eam ad numeros trigonales applicemus, pro quibus
erit α = 1, A = 3, y = 6, 8 = 1 o, 8 = I 5, etc. tum vero,
fumto
-&#3 ) 13 ( 3*-
fümto exponente n=3, noftra formula inuenta hanc induet
formam : - - - - -
n [n] = (4 — m) [m — ■ ]-+- (1 2 — m) [m— 3}
-+- (24 — n) [n — 6] -H (4o — m) [n — io] —#- etc.
Hinc ergo, a numeris minimis incipiendo, fequentes nancifce
mur redu&iones: . * . +
1 [1] = 3 [o], ergo [1] = 3
2 [2] = 2 [1] = 6, ergo [2] = 3
3 [3]= 1 [2]+ 9 [o]= 1 2, ergo [3] = 4
4 [4] = o [3]+ 8 [1] = 24, ergo [4]= 6
5 [5]=- I [4] + 7 [2] = 15, ergo [5] = 3 ,
6 [6] =— 2 [5] + 6 [3] + 1 8 [o] = 36; ergo [6]= 6
7-[7] =-3[6]+ 5 [4]+ 1 7 [1] = 63, ergo [7]= 9
8 [8]=-4[7]+ 4 [5]+ 1 6 [2]= 24, ergo [8]= 3
9 [9]=-5[8]+ 3 [6]+ 15 [3] = 63, ergo [9]=7
rc[io]=-6[9]+ 2 [7]+ 14[3]+ 3o[o]=9o, ergo [10]=9
1 1 [1 1]=-7[io]+ 1 [8] + I 3 [5] + 29 [1]=66, ergo [1 1]=6
I 2 [»2]=—8[1 1]+o [9] + I 2 [6] -- 2 8 [2]= 1o8, ergo [12]=9
. 1 3 [13]=-9[I 2] — I [1 o]-- 1 I [7] + 27 [3]= 1 1 7, ergo [13]=9
14[14]=-1 c[13]-2 [1 1]+ Io[8] + 26 [4]= 84, ergo [14]=6
1 s[15]=-1 I [14]-3[I 2]+9 [9]+25[5]+45[o]=9o, erg.[15] = 6
16[16]=- 12[15]-4[13]+8[1c]+24[6]+44[1]=24o,erg[16]=15
17[17]=- 13[16]-5[14]+7[I 1]+23[7]+43[2]=153,erg[17]=9
1 8[18]=-1 4[17]-6[1 5]+6[12]+22[8]+42[3]E I 26, erg.[I 8]=7 -
19[19]=-1 5[18]- 7[16]+5[13]+-2 1[9]+41[4]=228, erg[19]=12
ac[2o]-16[19] 8[17}+4{14}+2o[ioH-4o[5]=6o, erg. [2o]=3
B 3 - • Hinc
-&? ) 14 ( %&-
Hinc igitur patet, feriei 1 —— x —1— x* -+- x*-+-x°-+-x'*+etc.
cubum euolui in hanc feriem : • •
1 -+- 3 x'-+- 3 x*-+- 4 x' -+- 6 x' -+- 3 x* -+- 6 x* —H 9 x”
' —— 3 x* —— 7 x* —— 9 x°-+- 6 x"-+- 9 x'*-+- 9 x** + 6x**
-- 6 x* + 1 s x*+ 9 x' + 7 x*-+- etc.
§. 19. In hac euolutione non iniucundum erat vi
dere , quomodo priora membra negatiua a fequentibus
pofitiuis femper fuperentur, atque exceffus femper per
numerum m diuifibilis prodierit, id quod etiam perinde
in forma generali neceffario vfu venire debet. &; quo
clarius in oculos incurrat, aequationem generalem fub hac
forma exhibeamus : - •
m[m]= ((τ-- 1 )&— m)[m—ac]+-((r-+- 1)Â—m)[n-ρ]
-+- ((m. -+- 1) y — m)[n — y] etc.
vnde partibus negatiuis ad finiftram translatis erit
m([m]+[n-a]+[n-ß]-+-[m— y]-+-[n-8]+- etc.)=
(*+ *)(&[n— &]+3[m-ß]+ y[n-y]+8[m—8]+ etc.)
Hinc igitur intelligimus: primo fummam omnium horum
valorum & [m — &] -+- 3 [* — 8]—— y [m — y] femper fore.
diuifibilem per numerum m , nifi forte ae —— 1 fuerit per w
diuifibile ; deinde fummam horum valorum
[m] —H[m — &]+- [m — 3]-+- [n — y]-+- etc.
femper effe diuifibilem, per numerum r -+- 1, nifi forte ipfe
numerus m per eum diuifionem admittat. .
§. 2o. Neque vero hae eximiae proprietates tantum
in numeris polygonalibus , quos hic potiffimum contempla
-* - - - - - mur
•
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mur, locum habent, fed etiam generaliffime obferuari debent,
quaecunque numerorum feries pro literis &, 3, y, etc. as
fumatur, etiamfi ea nulli certae légi fuerit adftri&ta. At vero.
haec ipfà circumftantia,non multum pro fcopo noftro pol
liceri videtur, quandoquidem theoremata Fermatiana tum de
mum veritati confentanea cenferi debent, quando pro litteris
&, 8, y, 8, etc. ipfi numeri polygonales ordine fcribuntur;
ita vt, fi earum ordo tantillum perturbaretur, demonftratio,
etiam ipfâ hinc petenda claudicare deberet; quocirca ad le
gitimam demonftrationem horum theorematum * inueniendami
neceffario opus erit, vt fimul etiam ipfa lex progreffionis
literarum a, ß, y, 8, etc. in computum ducatur, id quod
vtrum cum ifta methodo commode coniungi queat, nec ne,
non tam facile perfpicitur. Interim tamen iftae confideratio
nes fortaffe aliis aliquam lucem accendere poterunt, quo fe
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oBsERVATIO NEs
IN ALIQyoT
T H E o R E M A T A
, ILLVSTR. DE LA GRANGE.
Poßquam aliquod Theorema, ex iis quae non ita pridem
demonftraui, quo oftendi, formulae integralis fe#!!*, -
fi poft 'integrationem ponatur x = 1 , valorem effe = 1 2 ,
cum illuftri Domino de la Grange communicaffem , is no
vitate huius argumenti permotus, non folum feliciffimo fuc
ceffu eius demonftrationem penetrauit, fed' etiam plurima
alia praeclara inuenta, inde deduxit, quorum vberior enu
cleatio fcientiae analyticae maxima incrementa polliceri vide
tur, ex quo genere aliquot, praeclariffima fpecimina mecum
beneuole communicauit, quae ftatim fummo ftudio fum per
fcrutatus; et quoniam haec materia attentionem mereri videtur,
meas meditationes, quae fe mihi hac , occafione obtulerunt,
fufius fum expofiturus. Cum autem hoc quafi nouum Ana
lyfeos genus potiffimum in eiusmodi formulis integralibus
verfetur , in quibus variabili poft integrationem certus valor
determinatus tribuitur, ad taediofàs verborum ambages euitan
das, quas perpetua talium conditionum commemoratio poftu
laret, peculiarem fignandi modum adhibebo, quem ante omnia ,
accuratius explicare neceffe erit. -
Hypo
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· · Hypothefis.
§. 1. Hac fignandi ratione : ' . , .
b x = a „ •
/P * L ad x = b j .
\ declaratur, * integrale fP d x ita effe affumtum, vt euanefcât
pofito x = a, tum vero ftatui x = b; quo pa&o manifeftum
eft eius valorem penitus fore determinatum.
| -
Scholion. , -
: - - • ; . * , ' ° . . . . . . ' • . *
§. 2. Quo indoles huius determinationis clarius per
fpiciatur, quoniam P denotat fun&ionem aliquam ipfius x, -r,, m.
eius naturam repraefentemus linea quadam curua i x a b c o, fig. 1.
fuper axe I O exftruéta ,. cuius quaecunque applicata X x,
abfciffae I X = x refpondens, exhibeat ipfàm fun&ionem P,
ita vt formula integralis / P d x indefinite exprimat aream
huius curuae. Quod fi iam capiantur abfciffae 1 A= a, IB= b,
quibus refpondeant applicatae A a et B b, formula propofita
exprimet aream, A a B b , inter applicatas A a et B b inter
ceptam. Eodem modo, fi alia quaepiam abfciffa ftatuatur 1C=c
area A a C c exprimetur hac formula: - -
. T ab x = aT.
/Pax [jf];
area autem B b C c ifta formula : - • … .
ab x = b . ' ' *•*, . ; -* I.
/Pax [?:-;]; - •*• ..
tum vero, ab initio I incipiendo, area I i A a indicabitur per
hanc formulam : - - * -
•,
*. \, . v
* f. * *-
• ab x = o
/ P ax [j; Ej], -
Euleri Op. Anal. Tom. II. C . vnde
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vnde fponte fluunt fequentia lemmata ita fuccin&e expreffa : '
§. 3. Lemma I. - -
ab x = a T_ ab r = b
/Pax [i£I; =-/P a*[ ].- ad x = a
Quoniam enim, fi b vt maius fpe&etur quam a, formula po
fterior
ab x = b
fP dx [ ad x = a ]
eandem aream A a B b refert quam prior, fèd ordine retro
grado, ifta expreffio pro negatiua erit habenda, ficque erit
quoque - -
fP d x ::=;}-/*••[::=:]- o.
ad x= a
* *. §. 4. Lemma II. • , -
fPdx ab XI;]+fPds[j Σ]=/Pdx[i? At c 4
- ad x= b L ad x= c. JT - £E?]
quemadmodum infpe&io figurae manifefto declarat.
' §. 5. Lemma III. -
/Pdx[} 2%I 07 —fPd ab x= a —/'Pdx ab x= b-i.
ÄT.] - *[î?]= [j]; -
vbi in binis prioribus formulis idem occurrit terminus a quo,
fcilicet x = a, terminorum vero ad quem, fèilicet x = c et
v = b, pofterior x = b dat pro tertia formula terminum
a quo, prior vero terminum ad quem.
§. 6.
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§., 6. Lemma IV.
- ab x=a ab x=b ., , rab x=a
dx[ ]-fPdx[ ]=/Pdx[j];fPdx ad x= c. f ad x = c fPdx ad x; —b ] **
vbi notetur, binas formulas priores eundem habere termi
num ad quem, fcilicet x = c, terminorum autem a qüo prio
rem x = a dare in tertia terminum & quo, pofteriorem vero
terminum ad quem. - i • • • •
- - ->
§. 7. Lemma /. -
/ra-[?:i!]-/pas[?: ] frus[?:i:]-•
Scholion, .
§. 8. His igitur, quae per fe funt maxime perfpi
cua, praemiffis, argumenta praecipua, quae celeb. de la Grange
mihi perfcripfit ordine percurram. Primo autem mentio
nem infignis paradoxi facit, cuius indolem ipfe non fàtis per
fpicere fatetur, a quo igitur meas meditationes inchoabo.
Refolutio infignis Paradoxi.
§. 9. Cum Vir celeb. etiam inueniffet hoc theore
ma generale _ -
/*£*£ j;i;]=1;1 x x L ad x = 1 . J T " m -
quius veritatem non ita pridem* pluribus demonftrationibus
adftruxi , pofuit x" = z et x" = y: quo fa&o pars prior
sc*-' d * - _ - -* - -
f ;— transformatur in hanc: f# ; fimili vero modo al
C 2 • _ tCT?
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xm- * d x . d · · · · · · · · …» ^* ^
tera f—7;— in hanc: /3; vnde his paribus feorfim po
fitis fequitur fore . . | . . . - T. · · · ·
_ . , , d* [; z=o-i £T£=? =?
.* * * * * * figl ad z= 1 -/7j, jIj]= ni*,
Quare cum hae duae* formulae omnino fint fimiles, atque iis
dem terminis integrationis contentae , quis non crederet eos
etiam inter fe perfe&te fore aequales, fiue effe
a. dz ra z= o- . _d — ^ -, \ ' '
- -fia [AI.]=/?;[j]? · · ·
-'. t - - i. .* * . - - - '. - „ . .* ] · · · ·
Interim tamen vidimus, differentiam inter has formulas efle :
13. Hic igitur fe offert quaeftio maximi momenti: quemad
modum iftam manifeftam f contradi&ionem dirimere oporteat?
• •*,
I. §. 1 o. ; Primo, autem hic obferuari conuenit, ambas
quantitates y et z cert6 quódam modò à fe inuicem pen.
dere. Cum enim fit y= x" et z = y', crit y* = z", quo
tamen nexu non impeditur, quo minus, pofito fiue y = o,
fiue y = 1, etiam fiat z = o, fiue z= 1. Interim tamen hinc




* * _* : « L. ' - ..if ,' ….. * - .• • • * *
…/#£[j] et/£[; Tj• • ' * ■ / ,
ad yz= I ad z= 1 -
difpares prodire queant ; vnde haec obferuatio ad dubium
foluendum nihil plane conferre videtur.
v,
• ' §.* 1 1. Quin etiam “nullo prorfùs dubio obnoxia
videtur^ haec ~aequatio nìulto generalior: -
* ... , ,,dg Tab y= a -j _ ,dz Ta z=a · · ·
- /j [j;I;] =fjiLaii; 2 *
-* - quando




quandoquidem nihil plane impedit, quò minus loco z fcri
bamus. y, vel viciffim ; verum plurima phaenomena in ana
lyfi obferuata fàtis luculenter docent, huiusmodi aequalitates
interdum exceptionem pati, quando valores euadunt infiniti.
Haec autem circumftantia noftro cafu vtique locum habet,
cum formula integralis /É, i ab y= o ad y= 1 extendatur,
vtique in infinitum excrefcat, quod etiam de altera: ^£ ,
eft tenendum. Si enim fiat = I, applicata noftrae curuae, quae
eft &, manifefto fit infinite magna, vnde fuperior aequalitas
generalis
- - ' . - •*
*
dg T ab y=a — ,dz T ab z=a -i _ ./£[j]-/£[jii;] — O
hanc reftri&ionem poftulat, nifi vel a fit = r, vel b= 1,
quippe quibus cafibus vtraque formula fit infinita.
* * * §. i a. His perpenfis nullum plane dubium mihi
quidem fupereffe videtur, quin in hac circumftantia vera fo
lutio propofiti paradoxi fit quaerenda, quae fcilicet in eo
£[j y = o
verfàtur, quod fit tam f7j ad y = j]= co, quam
a 3>O
ad z=s
poffit aequari quantitati finitae cuicunque, ideoque in fe
fpe&ata prorfus non determinetur; quod autem ifta diffe
rentia noftro cafu fit l #, ideoque determinata, , inde venit
quod fit y* = z".
J = co, ita vt horum infinitorum differentia
§. 13. Simile aliquid euenire poteft in formulis fim*
plicioribus, quales funt f*? et f*i*, quippe quarum valores,
a termino y= o et z = o fumti, funt infiniti, vndey etiamfi
: : - - C 3 - poft
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poft integrationem idem terminus ad quem ftatuatur, fèilicet
9 = I et z = 1, tamen hinc nullo modo fequitur, differen
tiam abfolute nihilo aequari, quin potius tanquam indetermina
ta fpe&ari debebit, cum quidem pro aliis terminis integra
tionis certo. fit
d y T ab y=a -i _ ,dz T a z=a -
/£[j;]=/?£[…;], - 1
dummodo neque a neque b fuerit = o vel = co.
§. 14. Atque hinc etiam paradoxon propofito pe
nitus fimile proferri poteft, quod ita fe habet:
d z T a z=o -i , d y T ab y=o
/-j [ AIJ-/';[jì = 1 a,
cuius veritas cum in aprico fit pofita, fi quidem accipiatur
z — a y, etiam paradoxon propofitum rite dilutum erit cen
fendum. "
Obfèruationes in hoc Theorema
D. de la Grange. .
-— -x- dxrabx= dv r ab w=m m.
/*;*) £[j:-;]-f*-•£[:;-:j
•
- §. 15. Cum equidem ante aliquod tempus redu&io
mes huiusmodi formularum tra&affem, alios terminos inte
grationis, praeterquam ab x = o ad x = x, non fum con
templatus, vnde hoc Theorema mihi ftatim altioris indaginis
eft vifum, atque omnimo dignum quod fumma cura expen
datur. Primum igitur in eius veritatem per feries inquirere
'conftitui, quod negotium fequenti modo peregi.
- §. 16.
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§. 16. Cum fit
x*= e*** = 1 +- & 1x -+-(*##:.-+-%### etc. erit
x*—x"=(m— m)!3+(n*—m*){3}:-+-(^' — 530 £J:-- etc. .
i • 2 t • ?• s -
Hanc ergo feriem ducamus in £
9C




et quia in generel ac %
1 x L ad x=b
formulae ad finiftram partem fcriptae valor per hanc fe
. riem infinitam exprimetur : -
(n-m) (lb— la) _■_ (n?-m*)(l b)*-(!a)* (n*—**) (18) — ay
■ - , A ! -H 1 • 2 2 —+- i • 2. 3 . & —H CtC.
§. 17. Simili modo pro formula ad dextram pofita
per feriem infinitam erit -
b) — a?=y (tbid. + y* (b) = 13)! + y'(!% EG3):
!• 2 If. 2• 3
quae ergo ducatur in #, et quia in genere eft
d y I- ab y=m m^— m^ :
/^£[j;I.]= ΆΠ· ·
valor iftius formulae per feriem hanc infinitam exprimetur:
(m — m) (1 b—1 a) _i_ (n* — m*)€tb^— 1 a*) _,_ f n* — mvs)(l b3— 1 a3)
- - 1 • 2 • 3 i • 2e 3
Quia igitur haec feries cum praecedente perfe&e congruit,
veritas theorematis firmiter eft eui&ta.
§. 18. Verum himc neutiquam perfpicitur, quomodo
fagaciffimus au&or ad hoc Theorema fit perdu&us , quam
obrem, rebus probe perpenfis, viam inueni, ex iisdem prim
cipiis, quibus antehac fum vfus, ad easdem formulas perue
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d x r- ab x— 6^ — a^
/ fx^£[ ] — ——— ,
- x L ad x = b _J. λ.
vbi vtrinque per d à multiplicans denuo integrationem in
ftituo, et cum, vti iam paffim demonftratum reperitur, fit
λ d x _ ^dx λ
fd a/x^#=f£/x d λ ,
quaeri tantum debet hoc integrale: fx^ d A, fpe&ata quanti
tate x vt conftante , ita vt fola*Â fit variabilis. Eft vero
.x^
quemadmodum ex elementis calculi exponentialis liquet. Hic
vero cardo rei in hoc verfàtur, vt iftud integrale certa lege
definiatur, quam deinceps etiam in altera parte obfèruari
oportet. Statuamus ergo talia integralia ita capi, vt euanefcant
pofito Â= o, eritque -
λ' .1 2 — T——
fx^ d λ = / x ?
quo pa&o pro finiftra parte habebimus
dx dx (x^— 1)
» T ^ — ^ ^ ^ \* L * 2
fda/x^ä*=^? J x • " '
§. 19. Pro parte autem dextra habebimus.
d λ / t.\ - - -
f£ (b - a^), - -
qua formula eadem lege integrata, vt fa&o A—o. prodeat
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Hic enim nil aliud fecimus, nifi quod pro ' A fcripfimus y,
et, fa&a integratione loco y eius valorem à reftitui affum
fimus, ficque affecuti fumus fèquentem formulam :
- - d x Tab x= , d ff „, . . _JTab # =o
/(»- i)j;[? ;E;]-/';«•-» [Ä y= A ».
quam tanquam Theorema vtiliffimum fpe&are licet. :
§. 2o. Vi ergo huius Theoremitis nancifcimur fè
quentes redu&iones: -
fœ- )£[j:-;]=^?®-*[i;i;] a- - ad yi- n
„ . , d x T ab x=a -i _,d / ab y=o
f(x — *)j.[T.] =/?;«-o)[j];
quare fi formula pofterior a priore fubtrahatur, erit
„ „„ d x Tab x= a d y. ab y=o
f(x*—x )£[?:E;]=/?;(•-»[?£]
dy,,. . . JTab y= o
- £@-»[i; y=m |3
• * - -
verum ifta formula ad dextram pofita per redu&ionem in
lemmate 3° oftenfàm reuocatur ad hanc formam fimpli
ciorem : , -*
d y ab y=m -i .
/;(*-•)[jI. ];
vnde patet, hoc modo ipfum hoc infigne Theorema etiam
ex noftris principiis inueftigari potuiffe.
Euleri Op. Anal. Tom. II. D - §. 2r.
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§. 2 1. Hoc autem Theoremate generaliffimo vir
ingeniofiffimus eft vfus ad Theorema meum demonftrandum,
quo oftendi effe
• ..- d x [j] ,^
f (x*— x ) xT; ad x= I _ IT * m ?
tantum enim opus erat, vt caperetur a= o et b= r, quo
pa&o formula ad dextram pofita integralis abit in
d y T ab y=m
/*; [j V = n. ],
cuius valor manifefto fit 1 m — l m= t;, quae eft noua de
monftratio mei Theorematis, cuiusmodi quidem dudum plu
res alias dederam. -
Obfèruationes in Theorema
D. de la Grange.
**— x* dx r ab x=o tag. (* +g)*[ ]= 1 a r
ad x=oo/(i —+-x')lx (m -+- 1)t / •
tag. \li:
§. 22. Quia hic ambo exponentes m et m neque
a fe inuicem neque ab exponente r pendent, manifeftum
eft, pro vtraque poteftate *" et x* feorfim integrale talem
formam habere debere :
sc* d x - (m +- 1) r
/at;5;;=teg. -;:;-*-+-c et
ac" d.x (m —■- 1) 7r
/«;j;5T;= tag ^ C.
Si enim pofterior forma a priore fubtrahatur, conftans C
-
€X
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ex calculo egreditur, et ipfum integrale propofitum refultat.
Hic igitur plurimum intererit valorem iftius conftantis C de
terminaffe.
§. 23. Inter formulas integrales, quarum valores
pro cafu, quo poft integrationem variabilis infinita ftatuitur,
ex primis principiis calculi integralis affignaui, reperitur ifta:
&k-f- m £[* * — — *— — 7r -
1 -+-x** x L ad x = co — ££soI£;-£££?
vbi autem affumitur, exponentem m non maiorem capi quam
k. Quod fi iam hic exponens m vt variabilis tra&etur, fpe
&tata ipfà & vt conftante, ct vtrinque per d n multiplicetur
denuoque integretur, formula finiftra erit
ack -+- m d x; d x
/a^/,-,-;*;=/;z;j;5/**' dn,
vbi poftremum integrale fit
k —— m.
AW
fx*** d n == …-—H C.
1 x -
Vt autem hoc integrale determinetur, conftantem ita defi
niamus , vt id euanefeat pofito m = o, vnde obtinetur
- a-*-*-* _ ** -
k -+- n d * • - -
EX; 7} - -f 1 x 9
ita vt formula integralis ad finiftram pofita futura fit
/*'f* E* d x [j XII C
1 -|- x** 'x Jx Ladx= oo. I*.
§. 24. Pro parte dextra autem habebimus hoc in
qr d m - -
tegrale: f„ £ti\IE » etiam ita fumendum , vt euanefcat
• —;E
D 2 pofito
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pofito n = o. Hunc in finem ftatuamus augulum Ci-Hl*= φ,
et quia hinc erit d ® = *; , formula noftra integranda erit
Â§» cuius integrale per regulas notas in genere eft:
1 tag. ; 4) -+- C = 1 tag. £££?£ -+- C,
quod, fa&o m = o, abit in /tag : + C. Quare cum tag. £ = 1
et 1 1 = o, euidens eft conftantem C före = o, ita vt in
tegrale hoc quaefitum fit 1 tag. (*£;r. |Hinc ergo affecuti
fumus iftam redu&ionem generalem :
ack -+- m _ x* £[j:-? — / (£ -+- m) t * -
f 1 — x** x lx L ad x= co ] T . AIATT •
vbi autem probe notari oportet, exponentes m et m maiores
capi non licere quam k.
, §. 25. Cum igitur, loco m alium numerum m fu
mendo, fimili modo fit :
x*-+- m _ x* g x 'ab x= ]= 1 (k ——m) tr
1 —— x** x 1 x L ad x == co | T tag. 4 k »
fubtrahatur ifta formula a praecedente , et obtinebitur ifta :
ac $+-n — x*+*^ d x; [j 3% c (i : (*}*
f 1 —— x* 'x1x άΧΕ.]= 1 É),rn}
quae manifefto cum forma propofita congruit, fi modo loco
k —Hn — I fcribatur n et m loco k —4- m — 1, at loco expo
nentis 2 k fcribatur r , tum enim manifefto fiet :
££[… ÉÉ)/(TEXT)Tx îTJ=1(íE -
§. a6.
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• §. 26. - Quoniam ifta analyfis nos perduxit ad hanc
formam:
- - -
.**+" — x* d'x r- ab x — o . (k —— m) t:
I —— x** 'x !x L ad x = co 4 k v




- '_ x* • d x [?:-t]-
! . . 1 —4— x**' x 1 v L ad x = oo = •
id quod ita oftendere poffum : Ponatur x* = z , erit,
x*- d x = a; et 1 x = #, - - -
ficque ifta formula induet hanc formam: /a-;£r; vbi ter
mini integrationis etiamnunc funt z = o et z = co. Fiat
- porro : E tang. Q2, vnde termini integrationis erunt @ = o
et @ = £ ; hinc autem ob d @ = —££ nafcetur ifta formula:
d o =
. //#is[…?I$l. .
cuius valorem in nihilum abire oftendi debet.
, £ . T 3 .
§. 27. Ad hoc demonftrandum ftatuatur axis III=?, Tab. I.
fuper quo ab initio I fumta abfciffa indefinita I p = φ, ap.*i8 2.
plicata fit = ….. Quod fi ergo hic axis I II in O bi
fecetur, vt fit IO = £ , in hoc pun&o applicata erit
I
-
' - —— —— … oo. -
— 1 tang. ? T - ^.
Jam ab hoc pun&o O vtrinque capiantur interualla aequa
lia Op = O q = a) , et pro pun&o p erit @ = £ — a), fic
- 1 - I.
- - 3* —————• €que in hoc pun&o p appisse erit. 1 tang. ({ — w)? eft v
- D 3 • . - - rO
T.
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ro tang. (? — ®) = cot. ('; + a), quare cum fit fcot.=-ftang.
- - — I - -
applicata in hoc pun&o p erit Tang. (3-£)? at quia eft
- - - - —+ 1
I4=(£-+-a)), erit applicata in pun&o 4 FTang (TJY
ficque aequalis eft applicatae in p, fed in contrarium ver
gens. Ita fi applicata fùrfum dire&a fuerit q Q_, in
pun&o p eadem applicata deorfum erit dire&a p P=qQ.
§. 28. Quod fi ergo talis curua fuper axe I II = ?
exftruatur, ita vt abfciffae q) refpondeat applicata TE: » haec
curua ex duabus portionibus inter fe perfe&e aequalibus
conftabit, circa pun&um medium O ita difpofitis , vt cur- .
va finiftra fit I PM im infinitum defcendens ad afympto
tam O m , pars autem dextra fimilimodo a II finiftror
fum furfum afcendet ad afymptotam O m. Quare cum
formula integralis fi#$, a φ=o ad φ=' extenfà, exprimat
totius huius curuae ab I vsque ad II protenfàe aream, euidens
.eft , totam hanc aream ad nihilum redigi , quia portio eius
negatiue fumenda perfe&e fimilis eft portioni pofitiue fu
mendae.
§, 29. Sic igitur per demonftrationem omnino fin
gularem eui&um eft, femper effe :
** d *[j -
/; —H.x**x 7: L ad x= oo. ] T
quod certe eft Theorema in hoc genere maxime notatu
dignum. Quod fi ergo cum illuftri D. de la Grange (ta
- &^T* 4 *
tuamus 2 k = r, erit f(FEyjá T.
Oy
o; praeterea vero pro
noftra
-
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noftra formula §. 24. exhibita, ob -
•x* d vt r- ab x =o
f(? -§;i;[i£]= o,
deducitur iftud Theorema omnino notabile: .
x*-+-* dx r- ab x = o ;
/;£&£[XII]=t.
quod more D. de la 'Grange ita proponi poteft:
sx* d:x:' ' ■* ab x- o I— (* -+- 1 ) r
- /άÉr;[ ad x = co-] T tang. ——;;—
ficque patet conftantem illam fupra §. 22. a nobisindu&am
reuera nihilo aequari.'
§. 3o. Quoniam Demonftratio huius Theorematis
methodo fàtis infüeta innititur, eius veritatem per ferics often
diffe , iuuabit. Ad hoc autem valorem formulae
- x*-' d x r ab x=o
-. /;;';;;;;[iT] -
-* • - - * \
in duas partes diuelli neceffe eft ( fcilicet loco m fcribendo ,
Â — 1 ), quae fint .
&^-* d x; ab x= o -
P =/a$-;;;[jII;] a - · ·
s^- ' d sc ab x= 1 - . . .
Q=/άIA*jT,[jT'
ita vt P-}- Q_ exprimat valorem quem quaerimus, Nunc
in pofteriore parte loco x fcribamus % , fietque
A:-^ 43 Fa r= 1T. z'-^ dz Ta z= 1
Q = f.(1+xr5#.[33E]* f.{ΕΕὐzTz ij.]
et
•>333 ) 32 ( £#3<-
et commutatis tcrminis integrationis ;
/*– d z [; z=o- ' -
Q=- 1 -+-z'z'lz ia£]
Nunc autem. loco z fcribamus x, quia termini integrationis
vtrinque funt iidem, erit -,
v - *
• . *. ' x^- x'-^d
a . - -




*. L- - - 1 '
• • §. 31. Iam fra&ionem ;T in feriem infinitam
*- .
COnuertamuS
.,, . 1 — x* —— x** — x** —— x**— etc. . .
cuius finguli termini in £ (x^- x'-^) du&i producunt :
* d ac (x* — xr-*) _ d* xr*^ - vir-») -+-£É (x*r*^ - x*r-»)
.?;T3 z lz
—£(xr*^— x*'-*) + etc. .
Cum autem per Theorema principale in hoc genere fit
*- -.-• -* - dx ,.._.,, Tab x=o, —1%. j
/j.(x* »[j]= [3 ? • •
fingulis membris hoc modo integratis prodibit '
P+ Q= 1,2,— 1#3+1££%- 1#£-+ etc.3 r —λ
i , -
l - -
- §. 32. Omnes hos logarithmos in vnicum compin
gere licebit, ratione habita figni cuiusque, hocque modo re
perietur fore -
i - X. 4 r'— X 2 r -+- X 4 r — • r -+-'λ 6 r — λ
- P+ Q= 1;£, £è. ;;=* ;£? ;;=;. ££ etc.
* * • . * • - - - At
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At vero in Introduâione in Analyfin Infinitorum pag. 147.
oftendi effe - .--
£t T — _m_ a n - *m 2 mt-+- m 4 n -m 4 m -+- m
- tang. a n E* TTEfi* ?TET • TTTi* TE. CtC.
quae feries manifefto in inuentam transformatur, ftatuendo m=λ
et m = r, ita vt nunc fit P+ Q= t tang. %5, prorfus vti
fupra eft inuentum.
Additamentum.
§. 33. In differtatione A&orum Tomo V. parte I.
inferta, vnde defumfi hoc theorema: ' , -*
„*-+-* £[*:=: qr





fimul occurrunt fequentia: « . -
x*-n-p. x*-+-* £[i; 3*— o ºmif
/ 1 -|- x** x L ad x= co T k cof. ;£
/** **£* dx r- ab x=o qr
—–;—— _ , • I - XTAATT ^ •
1 + x* x ad x=1 JT 2 k cof;£
»*- ^_ *-*-+-n £[*; r=o -n . qr m'r .
--_* = 7- tang.-—;
f 1 — x** x l- ad x = co T tang. ££
**-^— y*** dx r ab x= o • mr • £4 mr.
/*; E-£[j]=£,arg.;?
x*-*-+- x*** dx rabx—o 2 r fin. *;
/;£É¤[ìTì]=ïÉ;
x*-*-+- x*** dx abx=o 'r fin. ?
/ Ex'coIjEy* EX ÉÉ] ° Hfin.jfin.T;
Euleri Op. Anal. Tom. II. E /*
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f »*-rn- . d * r- ab *=o — 2 m fin. *;
1+2x*cof.7--x*'* L ad x—< J ° k fin. 7 fifi.T?
* • k
quas formulas ergo firnili modo tra&are operae pretium erit.
§. 34. Incipiamus igitur a formula
/**+*t dx I- ab x=o ] qr
T 2 k cof. **
z k
1 + x** x L ad x= 1
quia praecedens cum formula iam tra&ata prorfus conue.
niret, quae fi ducatur in dm et ita integretur, vt integrale
euanefcat pofito n = o, quoniam eft
„k— m k '.
3.fx*-* d m — — —+- x et
1 x
i-- - -
ac $+-n — **
2
k-+- m -
/** d. = 1 x
tum vero, vt ante vidimus,
*£. cof. £= 1 tang. (**?*,
prodibit haec integratio: - •
/*'** — x*-" d x[ ab x—?] — 1 tang (4+n)r
(1 + x**) 'x1x L ad x— 1 J T ' 4. £ T?
qui ergo valor prorfùs contrenit cum eo, quem pro formula
&*-*^ d x T ab x— o -
AIIXEk 373; îTî] i .
inuenimus. -
.
- L. - " -
§.. 35. Simili modo tra&emus féquentem formam:
„x*-* — x*-*-* dx r ab x=o #1
f°l- t£,LI£ | j |— ? tang.!£,
* * I — x* z L ad x=co Â 2 k
. \ . - * • . + quae
*.
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quae, du&a in d n et vt fupra integrata , praebct a parte
finiftra … - ... -
f* x* — x*-* — x*** d x [} $ r o T1_
1 — x** x 1 x L ad x = co ] ?
q.
a parte autem dextra
mr d m m mr m d m fin. £.
- . '. /*i*e*i*= /-ii;i; -
- . i
Ad hoc integrandum fiat ;;= φ, eritque £#= 2 d ®, ficque
formula integranda erit
s . . 2 f*£#j*=— 2 1 cof. ® + C= 2 t co£:;-,- C. .
Fiat igitur m = o , effeque debebit 2 ! 1 + C= o, ideoque
conftans C= o , quocirca haec integratio nobis fuppeditat
fequentem formulam: - -
» 3. * _ x*-* _ x&-*-* ds; [ ab x —]
— m 7r
f 1 — x** x lx l_ ad x= co
ab x=o - -
fequens autem formula | adTì] fingulari euolutione
non indiget , cum eius valor {ìt huius femiffis. . .
§. 36. Euoluamus cafum quo £ = a et m z r, et
ex parte finiftra habemus < \
./( -*243 — f— (1 — x) ;,£[j. *
1 — x* 1 x T " (1 -+-x)(1+ x x) 1 x L ad x= oo. J?.
at vero ex dextra parte: 2 ! cof. * = — 2 t V z = — 1 2. ve
..£\-; l*—— - i: : ---——*rum fra&io ÜTIE (TI33) refoluitur in has duas : TE TITIAT*»
vnde formula. noftra refòluitur in has duas : . . . .
dæ -— xc d 3c - * • - - •, r -
ITIXIT: / ; L-T:a:)T: -- 1 2. • - . .
E · 2 * Sed
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Sed ex forma generali
x^-' d x' - λmr
/ai;-;$t;= fan&£;
vtriusque formulae valor in infinitum excrefcit, ficque nihil
impedit, quo minus differentia = l 2. -
§. 37. Quod fi hic in pofteriore formula ftatua
mus x x = z, ea abibit in hanc : ft=#tz , quae priori om
mino eft fimilis atque fub iisdem terminis integrationis ,con
tinetur. Hic igitur iterum occurrit Paradoxon prorfus fimi
le illi, quod ab Ill. de la Grange fuit memoratum : duae
fcilicet hic habentur formae prorfus pares: /;#r: et /;£-,
quarum vtramque a termino o ad co integrari oportet, ni
hilo tamen minus earum differentia non eft nulla, fed vti
vidimus = l 2. Atque hinc Solutio huius Paradoxi in eo
manifefto eft fita, quod vtriusque integralis valor in infinitum
excrefcit.
§. 38. Quod fi binas 'poftremas formulas eodem
modo tra&are et per d m multiplicatas integrare velimus, a
parte finiftra refultat ifta formula integralis:
/ s*-*-*— **-* . d »[j -
(1 + 2x*cof. q+ x**) x lx L ad x= co- J°
pro dextra autem parte nancifcimur hanc formulam inte
gralem :
2 r dn fin.?
ÉTin. jfin.E
a termino m — o extendendam. Verum haec integratio nullo
$*• - m mt _ ;a, ' M — η φ —
modo faccedit; fi enim ponamus # = φ, fiet #* ='° = & Φ,
- ponendo
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ponendo}=æ, vnde formula integranda erit A*,fuegg*, CU1
ius valor aliter nifi per fignum fummatorium exprimi non po
teft , ficque nulla concinna Theoremata hinc deriua
re licet. - - .- . *. -
§. 39. Quemadmodum autem hic, exponentem a
vt variabilem fpe&ando, transformationes per integrationem
inftituimus, ita etiam differentiatio egregias transformationes
fuppeditabit, quod argumentum vnica formula principali il
luftraffe fufficiet. Confideremus fciliqet hanc formulam : . .
+k-+-n '£[j 7r - -
ad x=co f T 2 k cof. £,*1 —— x* x
quae, fumto exponente m vt folo variabili, continuo differen
tietur, vbi notandum eft efle d.x***= x**" d m 1 x. At vero
JTjL Et fcribamus litteram y, quae ergo
^ ^ ~* A . . . . . • : -~ - .
fpe&anda erit tanquam fun&io ipfius n, cuius ergo differen
tialia cuiusque ordinis fünt in noftra poteftate. Hinc igi
tur fequentes redu&iones confequemur : -,
pro formula
&-+-.m * * * d • ; . . . *
L v*-+-n- i d v 1 x * ab x= o -■ _ d ». .- , .^.
fiTj!*[ ad x=co J T d , * :
f**;- £go [… ac=o -■ _ ddy ' ' * *
I -+- x** ad x= co J T. d*i. … . . *
/**;;!&•)[*=j d* v s. -
I -+- x** ad x= co -J T d w* --- - ,
/**'- d<(*) Tal;*=°j-££ • •
1 —— x** ad x= co. ] T d m*
E 3 /x
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,**-' £;(i»T ab x= o , d* v ' ' ;
1 -+-x** ad x=oo J T d mº'. :
4 .. - · 1
§. 4o. Cum igitur hinc totum negotium ad diffe
-rentialia continua ipfius y reducatur, ea fequenti modo com
amodiffime reperire licebit. Cum enim fit
- - - :* r
qr p ar-i ,*£ mr • .
v=;TEE erity sol- sa=37,
-
fincque continuo differentiando obtinebimus fequentes for
mulas: • - - - - -
d m m _ _*_ !t T.— - -
#; cof.£ — -; v fin. ;# = o -
-dd n m. — 2* d» Gn. n rr _ * *. £t T. — . .'* Tu#; cof. 5; a k #; fin. %; #; v cof. ;; = o •
d3 y n t ' ' s * d dfv r. ar 3 trtr d y n mr s * mt -
£ cof. *;;-:; 3T3 fin. # -# ## cof.£-+;*; v fin. ;;=o
44 y * * — * * * * fin n r _ • ** das n r.-j. **' dv fim. n *.
3: cof. £#-;;;;; fin. H —£##: cof. *;;-*-£#; fin. H
- -
- -* • ^ rmr* . - - m ºr — : • - -
— ^ … . . . . ' - ;#; v cof. ;;= o , , , *
- �tC. <CtC. • * " . ,
£nde fingula differentialia altiora ex inferioribus formari
poffunt. < ** , • , , \
* • … *




tur, ftatuamus breuitatis gratia -;= &, vt fit v = +$t, at
que fingula differentialia ex . fuperioribus aequationibus fè
4uenti modo determinabuntur : … *-
d w — * _ • * • * • - ,- •
j; = x y tang. a. n , • \ • . ^.
dd * — d y - —! \-
#;:= 2 & £ tang. a. n + & & v
4* * — d d w d w
;;;= 3 &#; tang. α m + 3 z &#: — &' v tang. & m d
- ®.
-- , - - J/
* V. • •
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d *_ -- d3 y • .. .. ad a - - -
ää=4&#â tangan-F6a &#£-4&## tang. an-a*,
d* w — d4 d3 - dd
ä=5&##tan&&*-+io& &#3— 10 &#; tang. an-5«*;; .
+ &* y tang. a. n. α
d
- • . *. ' - r .
etc. etc. .
Quod fi breuitatis gratia infuper ftatuamus tang. a. n— t,
et praecedentes valores in fequentibus fubftituamus, repe
riemus:
d * — - * * - , •
# = α y. t • ' . . . . * , .-. • ^d
dd » — •• … - • • - ' . • —
£= a 2 y(*t t+ 1) · · · • • • .
d m3 .• - ' \
# = &' v (24 t*+ 28 t t + 5) - ' '•
£=&' y ( 1 2o t'+ 1 so t + 61 t) c* ;
d6 v _
#=a* P (72o * + *323 t*-+ 662 t £ + 6;y.
*
§. 42. ' Ex confideratione harum expreffionum faci
lis erui potsft operatio , cuius ope ex qualibet earum ex
preffionum fequens colligi poteft. Sit enim pro differentiali
ordinis indefiniti ; • . •
d^ y
d mi^
2t pro ordine fequente
g^-*-* ,,
— -.^ - - ." . • • •
- #;-£= «^*' P. Q_ , , * ' , .
- -
et quoniam vidimus valorem ipfias P talem hab.,
- P= A **+ B *-* + c *-* + D a-s . *
*- * - - -
= a* y. P
e formam:
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tum valor ipfius Q ex fequentibus binis feriebus erit com
: pofitus: -
• ' - - ' . -
QE(Ä-+1)A£*++(a- 1) B £-4. (Ã-3)Ct^-*+(A-5)Dt^-* etc.
-- ' -+- Â AÀ-* —H(À-2)Bt^* +(λ-4)Ct*-*-+ €£C.
vnde patet hanc determinationem ita repraefentari poffè, vt fit
C. …
— f. d. Pf d P - *<,
* * . 1 Q ##;+-+- -ji. - - 1 '<• .
§. 43. Haec vero formula, qua ex cognito valore
P fequens Q_ deriuatur, etiam ex ipfà natura rei fequenti
modo oftendi poteft. Cum per hypothefim ^fit
d^ y
;;=&* v P,
erit differentiando , • , i - -
*- *- ,y J •. - -
£&=* Pay-+•yap ;
A.
initio autem vidimus effe £ = a. y. t, fiue d y = & y t. d n
quo valore fubftituto fit -
g^-+- 1 a1P
£,…£= a^*' y P t -+- &* y * I; -
d m^-+-** d m
tum vero affumfimus t = tang. & m , vnde differentiando fit
a d m = £i; , quo valore in poftremo termino fubftituto ob
tinebitur ' ' G
dμ^+* d
quae forma manifefto reducitur ad hanc:
d^*' v _ _x_,., . t. d. P t + d P
;;=;= «* "* ».—-7;—— ,
£#-»-»P**»*,*%#!9-e-, (ea digto)d t t
* . *
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ita vt fit
— f. d. Pf-+- d P — d P ( 1 —4- f f ).
Q= d t — P f —}- d t )
vnde intelligitur, fi fumatur t t —- I = o, quo fa&o in- no
ftris formulis figna terminorum alternabuntur, et omiffa litera
t, fieri Q= P; vnde patet, hoc cafu omnes formulas fupe
riores eundem valorem effe adepturas , id quod etiam ex
formulis fupra exhibitis manifeftum eft, ex quibus erit 2 — 1 = 1;)
6 — 5 = 1 ; 24. — 2 S -+- 5 = 1 ; 1 2o — I so -+- 6 1 = 1 ;
72o — 1 3 2o —— 662 — 6 1 = 1 ; etc. vnde infigne criterium
obtinetur, vtrum formulae iftae re&te fint per calculum de
finitae.








3-^- • d 3; -
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am fàtis notum eft, huius formulae integrale partim Io
garithmos , partim arcus circulares comple&i , et partes
logarithmicas hanc progreffionem conftituere:
—#cof. *,* 1 V(1 — 2 x cof;-i-xx)
—#cofi£lV (1 — 2 xcof.-£-+xx)
—;-cof.*#f/V (1 — 2 x cof.-#-+xx)
—;cof. *#* l V (1 — 2 x cof £-+-xx) .
-
- - - - - - - -
•
- - - - - - - - - -
-
- -
— £ cof. T#1 V (1 — 2 x cof. #-+-xx)
vbi i denotat numerum imparem non maiorem quam k.
Hinc fi k fuerit numerus par, erit i = £ — 1 ; ac fi k fuerit
numerus impar, hanc progreffionem continuari oportet
vsque ad i = k ; eius vero coefficiens duplo minor capi de
bet, feu loco — ; tantum fcribi debet — ;, cuius irregula
ritatis ratio in Calculo Integrali eft expofita.
§. 2.
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§. 2. • Cum hae partes fponte iam euanefcant pofi
to x = o , ftatuamus ftatim x = oo, et cum in genere fit ,
V (1 — 2 x cof. ω + x x)= x — cof. a) , erit -
1V(1— 2 xcofa-* xx)=/(x- cof.a)= lx—*=!x, ob °°= o;
omnes ergo illi logarithmi , reducuntur ad eandem formam
' 1 x , quae multiplicanda eft per hanc feriem :
—;cof.%*-;co£*£*-; cof.** - - - - —;cofiH*,
vbi, vt diximus, i denotat maximum numerum imparem ipfo
£ non maiorem , hac tamen reftri&tione , vt, fi k fuerit im
par , ideoque i = £ , vltimum membrum ad dimidium re
duci debeat. Quamobrem, fi huius progreffionis fummam
inueftigare velimus, duo cafus erunt conftituendi: alter quo
£ eft numerus par et i = k — 1 , alter vero quo k eft im
par et i = k. -
-
Euolutio cafus prioris, quo. k eft numerus par et
# = k — 1. . . . - -
- - v,
- §. 3. Hoc ergo cafu, pofito x= co, formula — fia
'multiplicatur per hanc Cofinuum, feriem : -
- - 5 •
cry{I!m v. 3 m^r s m mr 2"' " -1- - - - - /^ (k — 1) m rr
co£# +co£#*+cof.** +cof.?£*+ - +cof.%=#t*,
cuius fummam ftatuamus = S. Ducamus hanc feriem in
fin. £, et cum in genere fit * -
fin. £ cof. H*=; fin. t-*;** — ; fin.£=;=*
fa&a hac redu&ione habebimus
S fin. £ =; fin. *#* + ; fin. *#*+; fin. !£*---- +;fin.££?
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vbi omnes termini praeter vltimum manifefto fe deftruunt ,
ita vt fit
- S fin. £ = : fin, m r.
Iam vero quia noftri coefficientes m et k fupponuntur in
tegri , vtique erit fin. m 7r = o , ideoque etiam S = o , nifi
forte etiam fuerit fin. £ = o , qui autem cafùs locum ha
bere nequit, quoniam in integratione formulae propofitae
sym - i d x. - - - -
TIIART femper affumi folet effe m < k. Hoc igitur mo
do euiétum eft, cafu quo poft integrationem ftatuitur x= co,
omnes partes logarithmicas integralis fe deftruere.
Euolutio cafus alterius, quo eft k numerus impar
et i = k.
§. 4. Hoc ergo cafu , fumto x = co, formula /x
multiplicatur per hanc fèriem : - -
— * cnf " * — * cof : " T — * co£? " " - - - - - — 3 cnff" "
£ cof." * —£ cof.i£-£ cof.1% £ cofT,
vbi terminus penultimus eft — ; cof.*=;'t*, pro vltimo
vero termino erit cof. m 7r — -+- 1 , figno fuperiore valente
fi m fit numerus par, inferiore fi impar; quare remoto
termino vltimo .pro reliquis ponamus
cof.T-£ cof.*#*+ cof.*#*-+--- ---+ cof. (£=;r= S
ita vt multiplicator ipfius logarithmi x fit
— 33 — ; cof. m tr.
Hinc procedendo vt ante fiet
— ! 1 m mn - 6 m mr - - k'—
Sfin.£=;fin.*+*+;fin.: +;fin.*#*-----+;fin.£=grr.k . k
—3 2 m TI_ 1 4 m TE_ 1 ° T " — - - - - — * (k- *) m τ .
; fin. #-; fin.*;* -;fin.*£* - ;fin.'-;T;
vbi
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vbi iterum omnes termini praeter vkimtifn {e futùo tollunt,
ita vt hinc prodeat - - -
" * — 1 G^ (k— )m* — * G., ^.., — _ **^ .
S fin. fin.*=;=*=; fin. (m r — ?);
1. — a
át vero eft -
fin. (m tt —£)= fin. m m cof. £ — cof. m mr fin. *;,
vbi notetur effe fin. m r = o, ob m numerum integrum ;
habebimus ergo -
'Sfin. £# =— ; cof. m r fim. *#, fiae S = — ; cof. n. 1* ,
<onfequenter multiplicator ipfius f x erit .
• — £ cof. m qr — £ cof. m 7r = o,
ficque manifeftum eft, fiue k fit numerus par fiue impar ,
omnia membra logarithmica in noftro integrali fe mutuo
deftruere , fiquidem poft integrationem ftatuamus , x = co ,
quemadmodum hic femper fupponimus.
§. 5. ' Confideremus nunc etiam partes a circulo
pendentes, ex quibus integrale noftrae formulae componitur.
Hae autem partes fèquentem progreffionem conftituere funt
compertae :
- -
m, 7r * fin. £ . 2 , 3 m rr x fin. #2
j fin. HAtang.Excof£.+£ fin. —£-A tang. IExcoE
+? fin.*£-A tat&,-, jj** fin. -I-Atan&I* SI;
2 . 5ntr x fin. £ . 2 . 7 m tr. . . _ x fin. *;
* 2 i m qr x fin. #
+ — - - - - - - - - - +7fin.-£— Atang.
1 rrr
I x cof.';
vbi in vltimo membro eft vel i = k — 1, vel i = k ; prius
-{cilicet valet fi i e(t numerus par, pofterius fi impar.
F 3 §. 6.
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§. 6. Cum etiam omnia haec membra euanefcant
pofito x = o , faciamus pro inftituto no(tro x = co. In
genere igitur fiet , _ . * • „ * *
ac fin. i; i mrΓxcofH= A ang. (- angj). • •- ' .
1Eft vero
- .
i ^r — , ik — i) mr •
— tang. # = -+- tang. […]*,
A tang.
k - - - - - -
do fucceffiue numeros I, 3, 5, 7 etc. iftae partes noftri in
„ ,. tegralis quaefiti erunt
2(k— 1)7t 2 mt _g_ a (k — 3)τ 3 m r._j. a (k— s)mr s m * • **.
*;;'* fin. •'* + * ; fin. : £t: + k k fin.
ex quo hic arcus* fit = (£=;) *. Hinc ergo loco i fcriben
k k k £
.*'*-*)* fin.* * *- -*=* fin •* :- - - - - - **-)* £n in*
. +**;;'*fin.*#*+*#*fin.*£*+ *H*fin.f;?. t
-
- , ~ •-*- *
vbi cafu, quo k eft numerus par, progredi · oportet vsque ad




• §. 7. Statuamus breuitatis gratia -
(£- 1) fin. *#-+($-3) fin. *#*+ (4-5) fin. i#*-+-.:.::
- i m tt — ` . *• • -
- • - - ^ ^mr S - - id -
ita vt' integrale quaefitum fit # , quandoquidem partes
Jogarithmicae fe mutuo deftruxerunt. Multiplicemus nunc
vtrinque per 2 fin. *£ , et cum in genere fit
2 {im. *; fim. i£ = cof. (=;'*— cof. ( *gn* 2
faétà fùbftitutione erit
••33 ) 47 ( §#3<-
aSfin.£=(4-1)cof.-£*+($-3)cof.*#*+(4-5)cof.:;* - - - -
—(k- 1)co£*#*-®-3)cof. #*— (k-5)cof.£#----
- - - - + (k—i) cof. (1—#r -
— (k—i) cof. (*;!r.
quae feries manifefto contrahitur in fequentem :
asfin.£=(k-1)-2co£*#- 2coft£*-2cof.*# ---- 2co£t=#t*
• * ; - " • ; * (*-+- 1) m mt. - '! - -
vbi, primo et vltimo membro fublatis, regularem termini
intermedii conftituunt feriem, pro cuius “valore inueftigan- *
do ponamus -t
T=cof=#+cofi£*+ cof*#*+-----+ coftt-;r,
ita vt fit - - - -
.. m *- - — rk- i ' (i —— 1) m qr
a S fin. # =k - I 2 T-(k i) cof.——-
Hic autem iterum conuenit duos cafus perpendere, prout
Κ fuerit par vel impar
Euolutio cafüs prioris, quo k eft numerus par et
- i = k— I. -
-
§. 8. Hoc ergo cafus habebimus -
T = cof. a£* + cof. *#* + cof. £#* + -- --- cof. (=;*.
' Multiplicemus denuo per 2 fin. *, et per redu&iones fupra
indicatas habebimus
2 Tfin.££=fin.*#-+fin.4#-+fin.*£*+----- fin.'=}**
— m Tr. _ 3 mtt._ 3"'" — - - - - — fin.®-)m*
deletis igitur terminis fé mutuo tollentibus erit.
a T
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2 T fin. # =— fin. £ + fin. (!=#tf.
Eft vero - -
' fim. t-jir- fin.(m tt-*£)=fin.mt co£*#- cofmt fin.%*,
vbi fin. in tr = o, quamobrem fiet 2 T =— 1 — cof. m τ.
§. 9. Inuento valore pro T colligitur fore
7)1 7r - £
2 S fin. -í=k, ideoque S=TĘ.
Denique vero ipfe valor formulae noftrae integralis, quem
quaerimus, erit *#i, et nunc manifeftum eft, integrale noftrae
ar . -
formulae, cafu quo S eft numerus par, fore Éfin. 77* fiqui
- - - * I &
dem poft integrationem ftatuatur x = oo.
Euolutio alterius-eafus, quo k eft numerus impar et
i = k.
§. I o. Hoc ergo cafu eft
T=cof.i£*+cof.*£#-+cof££*+-----+co£!-}**,
quae ferics multiplicata per 2 fin. *,* producet vt ante
2 Tfin."# =fin.-;*+fin.*#*+fin.£*+---- +fin.*#*
— fin. *£— fin. i;*-fin,&#*— - - - - —fim.t;*,
k k
vnde deletis terminis fe- mutuo tollentibus reperietur :
2 T fin. ## =— fin. TH£ -+- fin. m 7r · · ·
ideoque. - * * *
• • . • • fin. m 7r
2 T — — I —H
ΉET F f , ob fin. m 7r = o,
nm. *;* . -
-
hincque
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hincque porr6 fiet
2 S fin. H = £;
quare cum valor integralis quaefitus fit £*, erit etiam hoc
-
: tr - -
cafu integrale noflrum = Éfin.T3* prorfus vti praecedente.
-
• —;
cafu. Hinc ergo deducimus fequens
Theorerna. - -
- - - , -,.. x"-' d x.-.-- '
§. 1 1. Si haec formula differentialis: ---;-,ita in




twdtur x = c.3, valor inde rcfultams fùmper erit ÂTÍTE*
fiue k fit numerus par , fiue impar. Hnius Theorematis de
monftratio ex praecedentibus eft manifefta.
•
1 3. In euolutione huius formulae affumfimus r
effe m < k , quia alioquin membra logaritbmica, fe non de«
ftruiffent ; at vero ne hac quidem limitatione nunc amplius'
eft opus. Cafu enim quo foret m = #, integrale formulae
ac"*- * d * - - - - - -*
TITIXET ffet ; #( 1 + x*), quod fa&o x = co fieret etiam
—r- - - *- - - *- -
- - • - - -
-
tt -
co; verum hoc idem indicat, noftrum integrale effe FJA #=oo.
Dummodo ergo m non fuerit maius quam k, noftra formula '
veritati fèmper eft confentanea.
§. 13. Quin etiam ne quidem neceffè eft vt expo




m > k; fi enim fuerit m = ; et k = #, erit valor per no
Euleri 0p. Anal. Tom. II. , G. ftram
-
•&#3 ) so ( $•
- qr λ - - - - -
ftram formulam jiTE , cuius veritas ita oftenditur. Quia
•/ι - IX
-
'. - - - - 3^ ! d x
-
- X.
hoc cafu formula integranda eft fITEX ;Tx , ftatuatur
x= y^, erit # =?;2 et formula fiet
P. Ad • vu - ' d
— £. 444 — λ/%-%?
I -i- y* y I -i- y
- 1 - ;. . 4 * .
cuius valor vtique erit ;Ti; e£
Alia demonftratio Theorematis.
3c"* dy
- Denotet P - is T—— —–
§. 14. Denot valorem integralis 1 + x* x
a termino x = o vsque ad x = 1 ; at Q valorem einsdem
integralis a termino x = 1 vsque ad x = oo, ita vt P + Q
praebeat eum ipfum valorem, qui in theoremate continetur.
Nunc pro valore Q_ inueniendo ftatuatur x =3, vnde fit
d * — d
£ =— ?, fietque
, #-"_ —d * _ _ , '*-"_ d #
Q=/;jIJE. -j*=-/jTJ j
a termino y = I vsque ad y = o. Hinc igitur commutatis
... ... ^ _ , r^T" * ?
terminis erit Q= + / 1 + y* T7
y = 1. Iam quia hoc integrali expedito littera y ex calcu
lo egreditur , loco y fcribere licebit x , ita vt fit
- _ - ac*-" da;
• Q*/;T;* §•
, a termino y = o vsque ad
quò
•££ ) s 1 ( $•
quo fa&o habebimus -
x* _;_ &*-m d x.
P-+- Q = /—;…;-. ;-
a termino x = o vsque ad terminum x = 1. Verum non
ita pridem demonftraui, valorem huius formulae integralis
- _ _ 7r
- - —£TET
Hinc igitur nafcitur fequens Theorema non minus notatudignum. • i
intra terminos x — o et x = 1 contentum effe
- - - ' - ' *, •
Theorema.
§. 1 5. Valor huius formulae integralis :
a:" — p- x*-"' d ac - -
J-TJ--* •
intra terminas x = o et x= 1 contentus, aequalis e/f valori * -
- - - t 1; f xm dx int ę - • - t
g/f17JS ffltegra/S: / --;. - , £f1fr/g íérm411OS X– Q £ X- oo
iiius intg {ΤΣ Σ , intra -—. ' ,
cOntefito.
- §. 16. His expenfis formulam integralem in titulo
propofitam aggrediamur, et quo eam ad formam ha&enus
tra&atam reducamus , in fubfidium vocemus fequentem re
du&tionem:
x*-' d x _ _ _ Ax* , _ x"•' d x;
/ö£5*=άγ+*/ά-E5,
vnde fa&a différentiatione prodit fequens aequatio : , ■
&"- ' d x m Ax"-' dx A & Ax"+*-' d x . B x"-' d x;
(i-EyE=TÖLE¥y T(TE) FT*(£-Exy '
- G 2 - - quae
(
• - va - - •




quae aequatio, per x"-' d x diuifà ac per (1 -+- x*)* muí
tiplicata, termìintim negâtiuum a dextra ad finiftram trans
ponendo , erit
1 -+- A * Ax*
; m -+-x* .
quae aequatio manifefto fubfiftere nequit, nifi fit Â Â A = r,
—• ' - - _ m -
fiue A. =;t, vnde erit 1 = m A -+- B= {;-+- B, ficque
erit B= 1 — £;.
= m A —- B
* §. 17. Inuentis his valoribus pro litteris A et B,
primum affumimus, integralia ita cdpi, vt euanefcant pofito
x = o ; tum vero pofito x — co , quia exponens n minor
fupponitur quam k, membrum abfòlutum littera A affe&um
fponte euanefcit, ita vt hoc cafu x = oo fiat
\' ' ; f a"'-' 4 v . . . / £;)/, a*m- i d 3;
T.}\X JT,— ( I - ET } / 7TJERX*.
J ( -}- x*)^*'- \ * TA E//(ΓEΣ*) *
£. , ; I - • • - - - - - -
Quod fi iam primo capiamus Ä = *, quia ante inuenimus
pro eodem cafu x= oo effe · ·




- J*; -,- x* — k fin. ; * - -
• • - -
habebimus vaIorem iftius integralis
x"- ' d x; (* //; ) r
/σT;y= A: //: fin. TT ?
k
fi quidem integrale etiam a termino x = o vsque ad ter.
minum x= co extendatur. ' :
§. 1 s. Quod fi iam fimili modo ponamus A = 2,
w A.
reperietur pro iisdcm terminis integrationis:
/x
•*$3 ) 33 ( **.
/Ä£-( //, ` ` ` m \ ' fr . -
;—-—-rt- - *-%)( -£);£==; -(1 + v')' £ 2 k k fin. * * * •
eodem modo fi litterae Â continuo maiores valores tribu
antur, reperientur fequentes intégralitam formae omni atten
tione , dignae : - - - - - £ ' .
x"*-'dx ( ';)( 'm ( m \ nr -
——-;- … [* - --- E — -. I*.- . I --—-- - -^ - • • •, -*a - • * -
/άEy Â í) <T T3k k fiii.*# * - * _ _ - *
- •
-'d x ) • • • • . • • * •
/£;-(-;)(-;)(-;)(-£);is
;m-' d * * *. - ms * * * *
/âÄ;=(-;)(-;)(-;)(-;)(-£);£;






, §. 1 9. Quare fi littera- m demotet numerum quem
cunque integrum , pro formula im tituIo expreßa, fi eius
integrale a termino x= o vsque ad x= oo extendatur, eius
valor fequenti modo fe habebit : -
(-!)(-;)(-;)(-;)---- (-a;*;;;);£ '
qui ergo conueniet huic formulae integrali :
/ v*n-' d/3;
(1 -+- x*y* -. - · · · ·
§. 2o. Hic quidem neceffàrio pro m alii numeri
praeter integros accipi non licet : at vero pcr methodum
interpolationum, quae fufius iam paffim eft explicata, hanc
integrationem etiam ad cafus, quibus exponens m eft nume
rus, fra&us, extendere licet. g;? fi enim fequentes £rg;
- 3 2®;
-
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1ae integrales a termino y=o vsque ad y= 1 extendantur, in
genere valor noftrae formulae propofitae ita repraefèntari
poterit:
/££-,£-/*iii' d y (1 — y*)*
I -4- x*Y*Tk fim. !!" -- ——*(1+-x*) F /y*-*- : d y ( 1 — y*)*
Vnde fi fuerit m = 1 et k = 2, fequitur fore
d x m .y*(*-')dg d y y(i-o d g.
/&Ey=5/ίσE5* J7Öij -/j(E5
3Ita fi m= ; erit - -
- I
— I *
d x g d y
, ^—–—-;=^;;;'…
''«, , , ,y T' "G-gi)
cuius veritas fponte elucet, quia integrale prius generatim eft
;*=-;, pofterius vero = 1 — V (r - y y), quae, fa&o x=oo
£t y = 1, vtique fiunt aequalia. Caeterum pro hac integra
tione- generali motaffe iuuabit , exponentem vnitate minorem
accipi non poffe , quia alioquin valorcs amborum integrali
um in infinitum excrefcerent. .
-
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INVESTIGATIO.
VA L ORIS INT EGRALIS
});"-' d x -
/{Ex*<5taE*
A TERMINO x = o VSQVE AD x = oo EXTENSI,
§, I.
(Qiistum; primo integrale formulae propofitae indefini
tum , atque adeo omnes operationes ex primis Analy
feos principiis repetamus. Ac primo quidem, quoniam de
nominator in fa&tores reales fimplices refolui nequit, fit in
genere eius fa&tor duplicatus quicunque 1 — 2 xco£a)-+-xx;
euidens enim eft, denominatorem fore produ&um ex k hu
iusmodi fa&toribus duplicatis. Cum igitur, pofito hoc fa&ore
= o , fiat x = cof. ω -+- V — 1 fin. ω , etiam ipfe de
nominator duplici modo euanefcere debebit, fiue fi ponatur
x = cof. ω -+- V — 1 fin. ω, fiue
x = cof. w— V— 1 fin. ω.
Conftat autem omnes poteftates harum formularum ita com
mode exprimi poffe, vt fit -
(cofa)-+- V— 1 fin.)^=co£λω-+- V— 1 fin. Âæ ;
hinc igitur erit +
x*=cof.kaw-HV—1 fim.kw et
x*=co£2kø-EY-i fin. 2 ka/. , , • . •
-
Sub;
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Subftiruamus. ergo hos valores et denominator nofter euadet
1 — 2 cof. 6 cof. k ω -+- cof. 2 k ω =
-' ' -+- 2 V -- 1 cof. % fin. k ω -i- V — 1 fin. 2 k ω*
§. 2. Perfpicuum igitur eft huius aequationis tam
terminos reales quam imaginarios feorfim fe mutuo tollere
debere, vnde nafëuntur hae duae aequationes :
I. 1 — 2 ce£ % cef. §. a) -+- cof. 2 k ω = o . -
II. — 2 cof. 6 fin. k ω -+- fin. 2 k ω = o.
Cum igitur fit -
fin. 2 k ω = 2 fin. k ae co£H æ ,
pofterior aequatio induet hanc formam:
— 2 cof. 6 fin. £ æ + 2 fin. k ω co£ k ω ,
quae per 2 fin. k ω diuifà dat —— cof. k ω= cof. 6, ideoque
- cof. 2 k ω = cof. 2 6 = co£6* — fim. 6* = 2 cof. 6* — 1,
qui valores in aequatione priore fùbftitui praebent aequa
tionem identicam, ita vt vtrique aequationi fàtisfiat fumendo
cof. k ω = co£6.
-
§.. 3. Pro ω igitur eiusmodi angulum affumi opor
tet, vt fiat cof. k ω = cof. 6, vnde quidem (tatim deducitur
k ω = 6., ideoque @ = 4. Verum quia infiniri dantur an-.
güli eumdem cofinum habentes, qui praeter ipfum angulum,
6 funt 2 τ -+ 6, 4. tr + 6 , 6 τ -+- 6' etc. atque adeo in
genere a í r -+- 6, denotante i omnes numeros integros,
quaefito noftro fàtisfiet, faciendo k ω= 2 i r + 6, vnde
colligitur angulus a) = *i*i*!, ficque pro ω mancifceremus
innumerabiles angulos (àtisfacientes, quorum autem fufficiet
tOt
/
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tot affumfiffe, quot exponens k cóntinet vnitates ; fuccefiue
igitur angulo a) fequentes tribuamus valores: " -
0. * * +-! . * tr + 0 . 6 τ-- 9 s τ -+- ? . . * (k — 1) r+ !
*• -*-»-¥-»-¥-»——» k
Quod fi ergo angulo ω fucceffiue fingulos iftos valores, quo
rum numerus eft = k, tribuamus, formula I — 2 x co£a)-+- x x.
omnes fuppeditabit fa&ores duplicatos. noftri denominatoris
1 — 2 **cof. 6 + x**, quorum numerus erit = k.
§. 4. Inuentis iam omnibus fa&oribus duplicatis,
ym- ! -
TIATRFEGTIZTE. refolui de
bet in tot fra&iones partiales , quarum denominatores fint
ipfi ifti fa&tores duplicati, quorum numerus eft k , ita vt in
genere talis fra&io partialis habitura fit talem formam:
A -+- Bx
1 —2 2c c0]. ύω-+- 2c 33
quam infuper refoluamus in binas fimplices, etfi imagina
rias, et cum fit . '. - - -
xx—2xcofw+1=(x-cof.a)-+V—1 fin. a)(x-cof.av-V-I fim.a),
ftatuantur ambae iftae fra&iones partiales - -
- f —+
- ΣΤΟΒά=V= 1 Jtn.w -
ita vt totum refolutionis negotium huc redeat, vt · ambo
numeratores f et g dererminentur; iis enim inuentis habe
bitur fumma ambarum fra&ionum
— f x-+- g x —(f -+- *)co/.o-*- v— i (f= £)fin. a - -*
- 2c ac - * x c0j. w -+- 1 »
noftri denominatoris, fra&io
—8—
3IcJf. JTLEIWI ITTHIJ »
vbi igitur erit • - -
B=f-+-g et A=(f—g)Y—1 fin. ω-(f+<)cof.w.
Euleri Op. Anal. Tom. II. H §. 5.
/ -
/)
•, • • -•&#3 ) s8 ( $• •
'§. s. Per methodum igitur fra&iones quascunque
in fra&iones fimplices refoluendi (tatuamus
agm-* f
¥- ax*coCgIy* + &TcOTJE7TiE+F,
vbi R comple&atur omnes reliquas fra&iones partiales. Hinc
per x — cof. a) — V — I (in. a) multiplicando habebitur
x”— x"-'(co(.ia)+V— r fin.α)
I -I$ 6-- „NET=fR(v—cof. a)—V— 1 fin. w) 0
quae aequatio cum vera effe debeat, quicunque valor ipfi x
tribuatur , ftatuamus x = cof. a) -+- V — 1 fin. a) , vt mem
brum poftremum prorfus e calculo tollatur ; tum vero in
parte finiftra, quia formula x — cof. a) — Y — i fin. ω fimul
eft fa&or denominatoris, fa&a hac fubftitutione tam nume
rator quam denominator in nihilum abibunt, ita vt hinc ni
hil concludi poffe videatur. -
§. 6. Hic igitur vtamur regula notiffima, et loco
tam numeratoris quam denominatoris eorum differentialia
fcribamus, vnde noftra aequatio accipiet fequentem formam:
m x"-'—(m— • Yx"-*(cnf. aJ-}-V— I fin. a)
— 2 & x*T* col. t, -- 2 k x**-' —
mx*—(m—i) x"-'(cof. w+ V— 1 fin. a)
- — 2 A xº cof. 6 —1— 2 k x** =f,
pofito fcilicet x= cof. a) -+- V — 1 fin. ω. Tum autem erit
z*= cof. m φ -+- V — 1 fin. m aJ et
*"-'(cof.aJ--V—1 fin.α)=x"= cof.ma-#-V— 1 fin. ma/
et pro denominatore •
z*— cof. k ω —— V— 1 fin. k ω et
**= cof. 2 k ω -+- V - l fin. 2 k ω ;
vnde
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vnde fit numerator
x"= cof. m w +- V — 1 fin. m w
et denominator -
— 2 kcof. 6 cof. k ω —H 2 £ cof. 2 k ω
— 2 # V — 1 cof. 6 fin. k ω-- 2 k V — 1 fin. 2 k ω.
-é. . . > .
§. 7. Pro denominatore reducendo recordemur, iam
fupra inuentum effe co£kaw=cof. 6, vnde fit fin. ka) = fin.6,
tum V€TO - -
cof. 2 k ω=cof. 2 0= 2 co£6*— 1 et fin. 2 kw= 2 fin.6 cof.6,
quibus valoribus adhibitis denominator nofter erit - -
2£co(.6*—2k+2k V—1 fin.6 cof.6=—2kfin.6'+ck V-1 fin.6c^f.6
- - =- a £ fin.6(fin.6-V— 1 co£6),
quamobrem hoc valore adhibito habebimus -
_ _cof. mta-*- v - ' fin. m ©_
- akJun. 9 (v— 1 co, • J- i;u. 0) °
Simul vero hinc fine nouo calculo deducemus valorem s ,
quippe qui ab f ratione figni V — 1 tantum difcrepat, fic
que erit
- - •'.me-v- , fin. m •
£ — — * kJim.6 (Jua. J-*- v- TcoJ. J) *
§. 8, Inuentis autem his litteris f et g pro litteris
A et C colligemus primo -
— ®.*fin. "*-fin.%co(.m• — Jin. (m*-!)
f + g = T k fin.OT ——TJE.J- •
tum vero erit. -
_ o — — v— • eof (m •-!)
f 3 — ÉÍJT- *
Ex his igitur reperiemus
H 2 B=
•»33 ) 6o ( $•
— fin. ( * ® -0)
B=*;£F! et -
A—Jin-ocof.(mto — 8)—cof.ofin. (m co- 0) — _ fin.((m 9-?)—w) :
- kJim. ) - kfin. 0 - ,
vbi ergo imaginaria fponte fe mutuo deftruxerunt. *
§. 9. Inuentis his valoribus A et B inueftigari
- - ( A B d .
oportet integrale partiale /;£j£z , vbi, cum deno
minatoris differentiale fit
· · 2 x d x — 2 d x cof. a) = 2 d x (x — cof. a),
ftatuamus -
A-+-Bx=B(x—cof. w)-+-C, eritque C=A-4- Bcof.a, ,
hific igitur erit ` . -
C = e et ae-*## (ne=1=e. -
Quia vero
—fin.(ma/-0-a)=-fin.(ma/-6) cofao* co£(mσ-6) fin. ω, erit
C— fit: o?/;(70-8). - -
* - k jin 0
1Hac ergo forma adhibita formula integranda
fcerpatur in has duas partes:
:B(x—cof. ω) d ac I. c dx
1 — 2 2c c0J. ω —*- 2. 2c §I-73 coj. JT33: *
Hic igitur prioris partis integrale manifefto eft
B 1 V (1 —2 x cof. w -+-x x), .
( A -+-Bx ) dz
1-2 xcQ/. w +-xz
alterius vero partis facile patet integrale per arcum cir
culi expreffum iri, cuius tangens fit ;*'##;. Ad hoc inte
5 -33J. G*
grale inueniendum ponamus , -
- f C d* _ — D. A tang, ac fin. (0
I-7; cof.w--33 I-IXcj.To
- - - €t
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et fumtis differentialibus, quia d. A tang. t aequalc eft ; £t;-£t; »
habebimus - - - -
“C dæ — D. _ 4*ft:o . . • •
TcJIJTER. — *^* T-7T:GJIJLIA 3. . .
vnde manifefto fit
— . C — cof.(mg-?)
D—JET, — -£ji.JT*
§. 1 o. Subftituamus igitur loco 'B et D valores
modo inuentos et ex fingulis fa&toribus denominatoris
1 — 2 x* cof. 6 —1— x**,
quorum forma eft 1 — 2 x cof. w + x x, oritur pars integra
lis conftans ex membro logarithmico et arcu circulari, quae
erit . . -
£#*;!1V(1— 2 xcofia-i-xx)+*#*#!Atang.*£?
k J1n. 9 kJun 0 TEXTCgj. §
quae euanefcit fumto x= o. In hac igitur forma tantum
opus eft vt loco aJ fucceffiue fcribamus valores fupra indi_
catos , fcilicet : - -
— ? “T —H 0 4 mr.— 6 6 mt -}- 8
- w = i , k % k » k » €tC.
2
donec perueniatur ad 11*=£?*='; tum enim fumma omnium
harüm formarum praebebit totum integrale indefinitum for.
mulae propofitae. . - -
* . §. I I. Poftquam igitur integrale indefinitum elicui
mus, nihil aliud (upereft, nifi vt in eo faciamus x = co ,
quo fa&to pars logarithmica, ob
- V (31 — 2 x cof. w + x x)= x — cof. a),
erit B 1 (x — cof. ω). Eft vero -
1 (x — gof. w)= 1 x —*= 1x, ob *#*= o ;
H 3 quam
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quamobrem fa&o x = oo quaelibet pars logarithmica habe
bit hanc formam: 1-!#F! ! x. Deinde pro partibus a cir
culo pendentibus , fa&o x = oo fit
* in:» . — — tang. ω = tang. (tr — w),
m - - v s0.00 T
ficque arcus, cuius haec eft tangens, erit = r — a) , hinc
que pars circularis quaecunque fiet *{;:;!. (^r- w).
§. 1 2. Cum quilibet valor anguli w in genere hanc
habeat formam: ii#t', erit angulus
m w — 6= attri-!!-- Ct r — a) = f !-;'-!.
Ponamus breuitatis gratia
!te;r)—? et TH-=a , vt fit m w — 6 = 2 i a. — 3,
vbi loco i fcribi debent fucceffiue numeri o, 1, 2, 3, etc. vs
que ad k — 1. Hinc igtiur fi omnes partes logarithmica*
in vnam fummam colligamus, ea ita repraefentari poterit :
ji,(- fin. <-i-fim. (2 az— 3) + fin.(4&-?)+fin.(6a.— 3)
+ fin.(8a. — 3) -----+fin.(*(£— 1)&— 3));
vbi quidem ex iis, quae ha&enus funt tradita, facile fufpicari
licet, totam hanc progreffionem ad nihilum redigi. Verum
hoc ipfum firma demonftratione muniri neceffe eft.
- §. 1 3. Ad hoc oftendendum ponamus
S=-fin.<+fin.(2&-<)+fin.(4&-<)+------+fin.(^(£—1)&-3)
multiplicemus vtrinque per 2 fin. & , et cum fit '
2 fin. & fin. φ = cof. (a. — ®) — cof. (a. —- q)
hüius redu&ionis ope obtinebimus fequentem expreßionem :
a S
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aSfin.az= cof.(x +3)— cof. (a. — ?) +cof.(3α-€)
+cof. &— 3) — cof(5&-£)
+cof.(5&-3) ----— cof.((2k-1)&-3)
—cof(5a-3) - - - - - •
vnde deletis terminis fe mutuo deftruentibus habebitur
2 S fin. & = cof.(a + 3) — cof. (2 k- I)a- ?).
§. 14. Ponamus hos duos angulos, qui funt reli&ti,
& -4- £= p et (2 £ — 1) & — 3 = q, eritque eorum fumma
p + q = 2 & 4. Quia porro eft α = #, erit p + q = 2 m τ,
hoc eft multiplo totius circuli peripheriae, ob m numerum
integrum. Quare cum fit q = 2 m τ — p, erit cof. q- cofp;
vnde patet fummam inuentam nihiio effe aequalem , ficque
manifeftum eft, omnes partes logarithmicas , quae in inte
grale formulae noftrae ingrediuntur, cafu x = co fe mutuo
deftruere. -
§. 1 5. Progrediamur igitur ad partes circulares,
.v 1: .• ••,;a; cof. ( mw-0) -
quarum forma generalis, vt yidimus, cft *;:;-*- (t : a) ».
quae pofito az =# et <=!=i) fit -
co/. '2i 2 — 3) _ * in-? — so/. (* i α— 3) _ 2 i 7r 0
*l£#** (tr- 1;=*)= *£}£(τ-£—{).
Hic ponatur porro £ = 8 et tr — 4= y, vt forma genera.
i • c0|. ' 2 1 — 3) - - - -
lis fit *£#*#£ (y—2i8). Quare fi loco i fcribamus ordine
valores o, 1, 2, 3, 4, vsque ad k — 1, omnes partes circula
'res hanc progreffionem conftituent: .
rir,(yco£?+(y 26)co£G&-<)+(y-48)co£(*&-4)
- • • • • • _• _• (y-2(k- 1) ß)cof.(2(k— 1)*— 3)).
i. - - Ponamus
!
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Ponamus igitur , -
* S= ycof. 3+(y-2 ß)cof.(2 &— 3)+(y-4/3)cof.(4&— 3)
- - - - (y-a(*— •) B) co£(a(*— *)a-<).
- - - - S
vt fumma omnium partium circularium fit ti,, quae ergo
praebebit valorem quaefitum formulae integralis propofitae,
cafu quo poft integrationem ftatuitur x = co, ita vt totum
negotium in inueftigando valore ipfius S verfetur.
. §. 16. Hunc in finem multiplicemus vtrinque per
2 fin. & , et cum in genere fit -
2 fin. cz cof.© = fin. (&-+-φ)— fin.(φ— c)






vbi praeter primum et vltimum terminum omnes reliqui
contrahi poffunt , ita vt prodeat -
2Sfin.&=yfin.(&+<)+2/3fin(&-3)+2/3 fin.(3a-3)+2ß fin.(5&-3)
- • - • • • • - . fin.((a £- *)a-<)+
§. 17. Iam pro hac ferie fiimmanda ponamus porro
T=2fin.(&-<)-+2fin.(3&-<)+2fin.(5&-3)-+- - - - +2 fin.(2k-3)a-3)
vt habeamus . -
2 S
*&#3 ) 65 ( £&-
2Sfin.a-yfim.(*+é)+(y~2(k-1)ß)fin.(24-1)&-3)+3T.
Iam multiplicemus, vt ha&enus, per fin, a, et cum fit •
. a fin.&fin. @=co£(p-&)-cof.(φ-+-a), -
fa&a, hac redu&ione mancifcimur , , ,
Tfin,&=+cof<£cof (2&-<)+cof(4&-£)+---+cof.(a(£-2)&-?)
-cof(a&-?-cof{4&-£-cof.(6&-£-----co£(a(£-i)*-?)
vnde deletis terminis, quae $ mutuo deftruunt, remanebit
tantum ifta expreffio : = • . • • • • • • • •




Cum igitur(fit az = t£ erit os * * * ' (• , • . . .
•, - • • - : -^ • -,
. : £. : .: » (£— 1 ) a = 2 m τ — *#*, -- --- -* 7- a
cuius loco fcribere, licet.— £, vnde ob <=!!££? erit
sa: -, -, • * • i .' . . * ta ; : ; • •**f T* •* {• ' ■ _ • -— '• ■ ■ •-. . . . ' • * * --.• . - - -
* T fin. α = cof:!*;=*)— cof. (iri-*{*=■).
f_* • _ •• .• •- - _ ** . - : *;
§. I 8. " Nunc vero notetur: in genere effe}
cof. p — cof. q = a fin.t-Fj fin.£F£, <. . . . .***
quare cum fit * ^ .
- - - - - - 3
p=!*;"' et q-am**;*=r, » erit | i
- ***-***{*-r) et t=*='# ,. , · · · · · · · · · · · ·i
vnde fequitur fore , .- , . . * 3
T fin. & = 2 fin. (fir-*!;*=*) fin. :;, ideoque
T— 2 fin. (**+*;*=r), ob cz = #. : * I s, ;
''**- - - ;;u m
§. 19. Hoc igitur valore T inuento reperiemus porro
=Sfin.&= yfin.(x + <)-+-(y— 2 (4 — 1) 3)fin.Öz £— 1)&-?)
—H 2 ß fim. (£ *-+*;*= r)
.^s Auleri Op. Anal. Tom. II. I quae
*.
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quae forma reducitur ad hanc : o
'quae ob ********= & +-a reducitur ad hanc formam :
• siin. &=(y+zg)fin.(x +3)+(y-»(*-) 6) fin.(• 4-1)&-*),
- ? - • a' - -
quae ita repraefentari poteft : ' • •
, -- --- * • • • ' - '-
/^2Sfin.*=(y+26)fin.(x+<) +fin(e£- )&-%)-λΚρfin.(a4-1)&-3),
vbi pro parte priore, ob *' * ' ' - _
- ... - - - - - - - - _ - * - .*- • '***) I
• •* fin. p + fin. q= 2 fin. *#* cof*#*, erit '.
- - ' • •--
i I. – – – – – } ' . '- • '. l • *' '*' _ I. – – – – – – – – – i:'
£#-1= & k et £=*= (k — 1 )«-£i:o ; f; tu;.,;,
vnde pars ipfà prior fit. . . . . . . . . . ., … v ,
2 (y -+- 2 ß) fin. & k cof. (k — 1) æ- &). — '*
vbi cum fit & k = m τ, erit fin. &£= o, ita vt tantum fu
perfit - - ' ' • • • • t . .;. .
a s fin. g =… 2 8 k fim. (2 k — »«- <). hincque
s=— e/*!;;ns-8). Eß vero *
-=-. - - • • _ " *. £{k- )- ;
(* k- *) &-<= a m ae- #-**;!u;
omiffo termino g m qr erit igitur .





ideoque valor quaefitus erit -
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§. ao Contemplemur hic ante omnia cafum que
6=:,Tet formula integralis propofita abit im hanc :
/**'4; · · · · i • • • • • • I
1 —— x** -
cuius ergo valor, fi poft integrationem ponatur x=oo, euadet
- •r 1n tr - m rr - - - - - - -
_ t fin. (*-+-£)_ r cof. ; - - – – – –
A fin. " " TT k fin. "£.* .
k « , '-. & -
- - - -
Quia 1gitur eft I .. . Jji — 1 ) *** **
ffi "■ _. ^m rr m rt. - - . -
fin.=; 1 – 2 fin.*: cof. ZET • - i i . . . -
• ** -^ - - - -
* --. -.- -: - - **. * Arr • - •'• -• ; v -
prodibit ifte valor = -;-;:;-;;;*;, qui valor egregie conuenit
2 k fin. # - - -*-
- -
ac" - ' d *
cum eo, quem non ita pridem pro formula f TTTXT aS
fignauimus, fi quidem loco & fcribatur, 2 §,
• • • • • • _ - - - - • •• . - • -•- .
§. 21. Euoluamus etiam cafüm qu6 6 = m, et for
- - x"- * d x ; . . .'• ' - -
mula noftra integralis fCITÀT)'? cuius ergo, fa&o x = oo,
- $-• *.
, •• . ,,v. * '. . c>> I X
valor erit 1 '
t fin.(***' * 6) r fin.££?-£ 4
k fin. 6 fin. £ T k fin. £ I fin. 0 I '
Huius autem pofterioris fra&ionis, cafu 6 = 7r, tam numera
tor quam denominator euanefcit; quare, vt eius verus valor
eruatur, loco vtriusque eius differentiale fcribamus, quo fa&o
_ 7m I^^rn (tr—9)
ifta fra&io abibit in hanc: d6(1— £)cof.(t£!'-+-6)
-
d 6 cof. 6
valor fa&o 6= t nunc manifefto eft 1 — % ; ficque valor
I 2 in
, cuius




: t g iii, quem- erit ( - !) ' : / pro fus vti inn C9 1'2I1 1 I tm 1T1US
1 - _ - - \ * ' £ / £ fin £ • * I. in
fuperiore differtatione inuenimus. -, • -
§. 22. uo autem valorem generalem, inuentum
commodiorem reddamus, ponamus π-6= y, fietque fin.0= fin. ^j
et cof. 6 =— cof. q ; tum vero erit angulus * * *
ff*-!!-- 6 =# -+- t — η , - -
cuius finus eft fin. (1 — #) η, vnde valor quaefitus noftrae
. tr fin. (1 —#) η - „ . '




Theorema. * * * * * *
§. 23. Si haec formula integralis : -
- , * • x"-:'.d x . . … . . . . '
VETEE x corj-E.
t; *. -.
a termino x = o vsque ad terminum x = co extendatur, eius
π fin. (1 — #) y
** — ---_. 'a. ' ; -
valor erit = -; fin. η fin. ;* ' fiue cum fit - - ) na •
- fin. (1 — £) m = fin. ) cof. F; — cof. q fin.*;,
ìffe valor etiam hoc modo exprimi poteß : '
t cof "? t fin.'; … - · · · ·
TAJTR- - T- _-—75—;E.
£ fin. H T £ tang. fin. £
- • • • - - - - *
- • , • • • * • •-•-' ' . -*
-
-
•*£33 ) 69 ( $3«•
. . §.. 24. Confideremus nunc alio, modo hanc formu
x"-' d x,
- 1 -+- 2 x* cof. ) -+- x**





valor ab x= I vsque ad x = co ponatur = Q, ita vt
P-+- Q exhibere debeat ipfum valorem ante inuentum.
Nunc vero pro valore Q inueniendo ponamus x=; et
formula noftra ita repraefèntata: , : - -
* -. . . . . xm * * * dx -
1 -- a x* cof. 7-Ex* x '
ob 4: =—# induet hanc formam : -
• -* - 1
'm k — m— t
y- *=-/.„*, d y
-/ITEFûEEEFs ;=- y*+2 y*cof.j-£i
cuius valor a termino y = 1 vsque ad y = o extendi debet.
Commutatis igitur his terminis habebimus
- - .• y*-m- d y
Q=-+-/yEI*EyEi 7) -+- 1
a termino y = o vsque ad y = 1.
lam integralem : / j,, cuius valor a ter
§. 25. Quia in vtraque forma pro P et Q eadem
conditio integrationis praefcribitur, a termino o vsque ad r,
nihil impedit quo minus in pofteriore loco y fcribamus x,
vnde pro P —- Q habebimus hanc formam integralem :
vm-; —H „* h-m — .
/{iEE x δETE. » • •
cuius valor, a termino x =o vsque ad x= 1 extenfus, aequa
- _ - - - „ . T fin. ( 1 — 4) ?] - - - -
bitur huic expreffioni: ---;-;…-;-';%*. . Comparatis igitur
* k fin. j fin. £ ' ; - ■•
*I* 3 .^ , his
• *
d x , , • - ' • •
•*&$3 ) 7o ( &%•
his binis formulis integralibus nancifcemur fequens Theore
ma notatu maxime dignum.
- Theorema. :
§. 26. Haec formula integralis:
xm-* _p_ x* k-m-*
/ FiEgjí ^) -+-x
a termino x = o vsque ad terminum x = 1 extenfa, aequalis
hui lae i li : ' x*-* d x -
eft huic formulae integra :/I-{- 2 x° cof. m + x**
x = o, vsque ad terminum x = co extenfae : vtriusque enim
- τ fin. (1 — #) η
- --- -






§. 27. Quod fi hanc fraâionem:
in feriem infinitam euoluamus, quae fit,
fin. m + A x*+ B x* + C x* + Dx* +E *** etc. »
per denominatorem multiplicando perueniemus ad hanc ex
preffionem infinitam : . . •
fin. m — fin. j4- A x* + B x* + C x* + D x* + E x* + F x* + etc.
+2fin.qcofy-+-2 Acofy+2Bcofy+2Ccofy+2Dcofq--2Ecofy+ etc.
' + fin. y +A -+- B -+- C + D etc.
vnde fingulis terminis ad nihilum redu&is reperiemus
1° A -+- 2 fin. η cof. m = o, hincque A =— fin. 2 ?)
2° B+ 2 A cof. m -+-fin. q = o, vnde fit B = fin. 3 7
3° C-+ 2 B cof. m -+- A = o, vnde fit C= — fin. 4 m.
4° D + 2 C cof. 7 —- B = o, vnde fit D = fin. 5 7
CtC, €tC.
ita
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fin. /
ΣΤΕΎcof. 7EFX*
hanc feriem : -
fin.n— x*fin. 2 m +x*fin. 3 1— x*fin. 47+**fin. 5 m etc.
ita vt noftra fra&io refoluatur in
§. as. Multiplicemus nunc hanc feriem per
m-* d * -;- sc* *-"-' d x
et poft integrationem faciamus x = x , vt obtineamus valo
rem huius formulae :
„m- • _4_ *•*-*-*
fin. nf k a 3
I-- o x* cof. 11 -+- x
pro cafu x — 1, hocque modo perueniemus ad geminas fè
quentes feries:
fin.*— £ii.3-4-£:£- £££ μ-£3? - etC.
d x
am, m -+-k fTTTT: fm -}^sk m -*-* k
fin. • _ Aen. •* fim-* m _ fin. •* fin. 3* __ -
s k— m #-#-+- #*#; ##-+-£; €tC.
Aggregatum igitur harum duarum ferierum iun&im fumtarum,
ar fim. (1 — #) η
aequabitur huicvalori:—£*-*» vnde fiibiungamüsad
• -E-
huc iftud Theorema: -
Theorema.
- §. 29. Si q denotet angulum quemcunqne, litterae
vero m et k pro labitu actipiantur, ex iisque binae /equestes
fèries formentur:
P— £g.—£:-}-£-£-+-£{- etc.m-+- k fm-+-a k tm-+- s k *m+-4k
— ßn. M _ fin. a* fin. * M*_. fin. • * Jim. 5 M _ -QE## ak-m —+ 4 k — m sk- m —+- 6 k.—m €tC,
autrius quidem fimm exhiberi poteft, vtriusque autem infiis
/ùmtae /umma erit
* * P.-#-
-*: ) *• ( **-
•, • • r fin. C 1 — £) m
* P--Q=: k fin. £. •
Cörollarium. ' '
§. 3o. Quod fi ergo angulum m infinite paruum.
capiamus , vt fiat -
fin. m = m ; fin. 2 m = 2 q; fin. 3 7= 3 7 ; etc. .. .-u
quia in formula fummae fiet . * * ' ', ?. . . . I
fin. (1 — #) η = (1 — #) η ; -
fi vtrimque per η diuidamus, obtinebimus fequentem feriem
geminatam: • •
* — —* *— — —* -—*——
-
^m tu —-k m+ zk vn-- 3 k m-+-+k €tC. * *.
r * 2 : 4. * r* ••
a k- m 7=A -+- ;H, ;… -+- &TAI7; T CtC.
m. nr
cuius ergo fumma erit (1 — £) Tí:; vbi notetur, am
- • TET
bas iftas feries non incongrue in hanc fimplicem contrahi poffe:
3 5 . — '* —+——'——— —**
#TiíF) - ELEFjä£E)* {EííûET TELEÄE + etc.
vbi numeratores funt numeri quadrati duplicati. f.
-.-
- §. 31. Formulae autcm, quarum valores ha&enus
inuenimus, multo concinnius et elegantius exprimi poffunt, fi
loco exponentis m fcribamus k — m, tum , enim in valore
integrali inuento fiet (1 — #) M = #?; at vero pro deno
minatore fiet "£= t — #, cuius finus erit fin. £; ficque
- t fin. £;
: noftra f a inuenta hanc ind rimam : ;-=——^———
r. ormula i hanc induet formam #fin. m fin. ';'
quae ergo exprimet valorem huius formulae integralis: *.
fx
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v*-* - * d x;
^ TEREjE •
ab x = o vsque ad x = co, vt et huius formulae:
ac*-*- • -j- x *-*-*- dx
/íTERäíET §•
a termino x = o vsque ad terminum x = 1 ; et quia vtrius
ior em -f"*
que valor et £;
—;:-;;, perfpicuum eft eum manere
7] fin. TRT
eundem, etfi loco m fcribatur — m, ex quo prior formula ita
repraefentari poterit:
***- 71 - I
-
f 1 -+- x* coÎ¤TXT 3 .
at pofterior formula ob hanc ambiguitatem nullam plane
mutationem patitur.
§. 32. Ponendo m = £ — m etiam feries noftra ge
minata pulchriorem accipiet faciem ; habebitur enim
Jin. m . . Jin. 2 ^ _, Jin. 3 m _ fin. • m -
R — m. #3£ +#i! #+ CtC.
fin. m _ fin. 2 m. u fin. 3 m _ Jin. * m -\ —— m ###-+##! ##-+ t`tC
. τ fin. *? .; - •
cuius ergo fumma erit gTÍ*. Tum vero fi hae geminae
• T
feries in vnam contrahantur et vtrinque per 2 k diuidatur ,
obtinebitur fequens fummatio memoratu digna:
π fin.*;? fin. m a fin. 2 7 3 fin. 3 m 4fin. 471
aEfin.£° ÉÉ-nnTAHE-nh*gI £-77iTÌ6Â£-nm
—+ etC.
Euleri Op. Anal. Tom. II. Κ §. 33•
"••*$3 ) j4 ( $•
§. 33. Quod fi haec poftrema feries differentietur,
fùmendo folum angulum m variabilem , ob
• d. fin. %* = -;* cof. * habebimus -
7 n cof £? cof. m 4 cof. 2 m . 9 cof. 3 m 1 6co£4m
2£'fin.£* FATinTAE£7; iT*£££-TaTÍ3Í£, m * °*°
Vnde fi fumatur y = o, orietur ifta fummatio:
_ 7r ^__ I 4. +—? I 6
2 k'fin.£T££- n n 4 £k- mn ' 9 ££- n n. {3}E* €tC.
fin autem fumatur ) = 90°=';, erit cof 7) = o, cof. 2 m= — ,,
cof. 3 ^j = o , cof. 4 ) = + 1 etc. vnde nafcitur fèquens
feries : -
a t cof.'; 4. I 6 , 3 6 ' 64.
Â£Â°ARETTIERET 33ÉÊTET&AE* *
Quia autem fin. #= 2 fin. £ cof. £, erit eiusdem ferici fùm
11 qr
ITna AI£ΤΗΤΕ
§. 34. At fi feries illa §. 32 exhibita in d m dt;ca
tur et integretur , ob
fd y fin. ; = — £ cof. *?, erit
r cof. *? cof. 1 . cof. 3 1 cof. 3 ) , cof. 4 m
T 37Tim. i;i- T£;- m; -+- 4Â£-nn T 9 &#-nn TIG£nn
Vt autem hic conftantem addendam C definiamus, fumamus
7 = o , fietque _ -
-}- etC.
~r I I I - -
T 2 nk fin.; -Tkk-nn * AT, - n n T 9 Á É - n n —}- etc.
quare
-** ) 7s ( 3£
quare fi huius fèriei fumma aliunde pateat, conftans C de




c-* '—-—'—--——-—-—-- et2 * U, — ;-…-;———— — ————————— €tC.
kfin.';*Tk-P- n • £-, n " g £ r n 4k+m
I I I I
TÉT, * ÄELIT £T, * 4* Im - °*°.
§. 35. Cum igitur in Jnfroduâione in Analyfin In
finitorum pag. 142. ad hanc perueniffem feriem :
- - --- - - _ --- -_ - -_- •
ÉE-TijTZAE-77Τς ΕΕΤήT I3Ek-77, se
nr I - -
— 3} n | fi.T , n n
(hic fcilicet loco litterarum ibi adhibitarum m et m fcripfi
f et k ) hoc valore adhibito noftra aequatio erit
qir - I. 7r - -
- - -
STATr »
i- • 2 n m. 2 m k fin. "£
vnde fit C = -;;;. Hinc ergo habebimus iftam fümmationem:
m ir - -
T o n $tim,
π cof. *? I cof. ] cof. 2 1 .
An $in, ET 2 n n T k k niT A § 4- n 7
cof. 3 1 . co£4 )
333 -m; T I 6 kk- n n
quae fèries vtique omni attentione digna videtur.
€tC. -
K 2. THEO
•»3$3 ) 76 ( $&•





In Analyfi diophantea, quae circa proprietates numerorum
verfàtur , notiffimum eft , plurima occurrere theoremata,
de quorum veritate dubitare non licet, etiamfi ea demonftratio
ne rigida confirmare non valeamus. In Geometria autem
nemo adhuc eiusmodi theoremata in medium produxit, quo
rum vel veritatem vel falfitatem demonftrare non liceat.
At vero in Analyfi fùblimiori iam dudum etiam eiusmodi
theoremata fe mihi obtuIerunt, quorum demonftrationem nul
lo modo etiamnunc inuenire potui, etiamfi eorum veritas me
quaquam in dubium vocari videatur. Talia igitur theore
mata vtique fummam attentionem merentur, cum nullum
plane fit dubium , quin fi eorum demonftrationem adhuc
fruftra anquifitam detexeremus, inde maximi momenti in
crementa in Analyfin fint redundatura.
§. 2. Inter huiusmodi autem veritates analyticas
merito primum locum tribuo infigni illi proprietati quanti
tatum imaginariarum, quod, vbicunque tales quantitates na
tura fua impoffibiles occurrant, eae femper in formula hac
4 —#-
-&£ ) 77 ( §§3<-
a+%V-1 cofnprehendi queant. Huic quidem veritati innititur
refolutio omnium aequationum algebraicarum, quippe quarum
radices mifi fuerint reales, omnes in tali formula a + b V — 1
contineri perhibentur, id quod etiam illuftris d'Alembert
demonftratione perquam ingeniofà confirmauit , quae autem
quoniam ex confideratione infinite paruorum eft petita ,
haud' immerito adhuc demonftratio planior ex ip{a natura
imaginariorum petenda defideratur. Praeterea vero ifta de
monftratio tantum ad expreffiones algebraicas patet, eum
tamen aeque certum fit, eam etiam in omnis generis quan
' titatibus tranfcendentibus locum habere , vbi ratiocinitfm ,
quo vir celeberr. eft vfus, non femper adhiberi poteft , id
quod operae pretium erit clarius oftendiffe
§. 3 Confideretur curua algebraica ex quotcunque ra
mis fuerit compofita, cuiusmodi fit ramus FNLMH,qui ad axem
AK relatus, poftquam ab F dextrorfum vsque ad L procefferit,
hinc iterum finiftrorfum per L MH porrigatur ; ita vt, fi
applicata K L hanc curuam in extremitate I. tangat, abfcißäe
cuilibet A P, minori quam AK, duplex refpondeat applicata
P M et P N. Vnde fi ponatur abfciffa A P = x, applicata y
duplicem habebit valorem , ex tali aequatione quadratica :
g y = 2 p y — q determinandum , ita vt hinc fit altera ap
plicata PM=p—V (p p — q), altera vero PN= p+ V(pp — q),
vbi pro indole curuae litterae p et q fun&iones quascunque
abfciffae x denotare poffunt. Quamdiu igitur fuerit p p > q,
reuera gemina orietur applicata P M et P N. Dum autem
abfciffa x vsque in K augetur, vbi fiat p p = q , ibi ambae
applicatae in vnam KL coalefcent, ita vt hic applicata KL
euadat curuae tangens. Quod fi ergo, abfciffam x vlterius
augendo, fiat q> pp, ambae applicatae euadent imaginariae.
- K 3 Vnde
Ta6. I.
Fig. 3
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Vnde inteIligitur, fi capiatur abfciffa A X > A K, in h^c lo
co nullam prorfùs dari applicatam, feu re&am in hoc loco
perp ndicularem XY, vtrinque etiam in infinitum produ&am,
nusquam curuae F LH effe occurfuram , id quod more
loquendi in Analyfi recepto idem fignificat ac applicatam in
hoc loco X effe imaginariam ; vnde fimul notio imaginario
rum, vti in Analyfi adpellantur, clarius intelligitur. Cum enim
hae : applicata X Y curuae nusquam o currat , etiamfi a
pun&to X, vbi eft = o, tam furfum vsque in infinitum pofi
tiuum , quam deorfùm vsque in infinitum negatiuum conti
nuetur: euidens eft eius valorem inuentum neque effe = o,
neque maiorem quam o, neque minorem quam o, qua condi
tione definitio ipfà quantitatum imaginariarum continetur. Quod
fi ergo pro hoc loco fimamus fieri q = p p —- r r, gemina
expreffio applicatae euadet y = p + r V — 1.
§. 4. Hic igitur quaeritur, num hinc certo in ge
nere con, itidi poffit , quotiescunque imaginaria occurrant ,
ea fèmper huiusmodi formula : p -+ r V — 1 exprimi poffe.
Primo enim haec demonftratio tantum ex ramo F L H eft
petita, dum tota curua aequatione inter x et y contenta for
taffe plures infüper alios ramos inuoluat , quos in hoc
negotio penitus negligere fortaffè non licet. Hanc autem
obie&ionem Vir exceil. vtique ipfè praeiiidit, dum hoc ra
tiocinium tantum ad portiunculam curuae infinite paruam
N L Ml extendit, vbi vlteriorem ramorum extenfionem tuto
negligere liceat, quod autem non adeo in apri, o fitum vide.
tur, vt non planiorem demonftrationem a tali conceptu im
munem merito defiderare queamus. Tum vero etiam hinc
plus non fequeretur , quam applicatas X Y , extremae K L
infinite propinquas, tali formula p -- r V — 1 exprimi poffe ;
- . 2C
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ac non immerito dubitare liceret, an pro interuallis maiori
bus K X etiam applicatae tali formula comprehendi queant,
et annon reliquae curuae partes ha&tenus negle&ae indolem
imaginarii in his locis penitus immutare valeant.
' §. 5. Praeterea vero ifta confideratio tantum ad
aequationes et curuas algebraicas eft accommodata, in quibus
vtique alii rami non dantur , nifi qui vel in fe redeant, vel
vtrinque in infinitum excurrant, ita vt circa terminum I, portio
curuae hic femper binas portiones I. M et I. N exhib:at ,
vnde aequatio illa quadratica y y = 2 p y — q eft nata , cui
tota demonftratio inmititur. At vero inter curuas tranf en
dentes eiusmodi rami occurrünt, qui neque vtrinque in in
finitum protenduntur, neque in fe redeunt , fèd fùbito in quo
piam pun&to terminantur. Talem cafum praebet curua trans
cendens hac aequatione contenta: y = a + „**.,, ex qua fe
quitur, fingulis abfciffis vnicam tantum applicatam refpon
dere. Pofito enim x = o , fit y = a; ac fi abfciffa x con
tinuo augeatur vsque ad valorem x = c, perpetuo vnica
dabitur. applicata ; fumta vero, abfcifa A = c, ob i(c — x)—-co,
fiet applicata in hoc loco y = a. Statim autem atque ab
fciffa ae vltra c augetur , . applicata fubito fiet imaginaria,
propterea quod Iogarithmi quantitatum negatiuarum certo
funt imaginarii ; quare fumta abfciffa x > c , applicata y ,
etiamfi v.rinque in infinitum producattir, curuae tamen no
ftrae nusquam occurret. . Hoc autem cafu ratio fùpra alle
gata et naturae aequationis quadraticae innixa, penitus ceffat,
ita vt hic merito dubitare poffimus , an ifta applicata ima
ginaria etiam in formula p — q V — I comprehcndi queat,
saltem hic agnofcere debemus , iftud theorema alia dcmon
ftratione indigere , ideoque maxime optandum effe vt talis
acqua
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aequatio immediate ex ipfà natura imaginariorum deri
Vetur.
§. 6. Ante autem quam hoc argumentum deferam,
oftendiffe iuuabit , quomodo omnia plane imaginaria fingu
lari prorfus ratione per circulum repraefentari poffint. Ex
pun&o A, pro principio axis A B affumto, erigatur perpen
diculum A C — a ; centro C radio CM= c defcribatur
circulus, ac pofita abfciffa quacunque A P = x eique refpon
dente applicata P M = y erit -
g=AC-+ QM=AC-+-V(C M*—CQ')= a -+- V(cc— xx),
ita vt eius valor femper fit realis quamdiu abfciffa x minor
capitur quam radius c , fimulac vero abfciffa x radium c
fuperat, veluti fi fumatur x= AX, tum applicata XY certe
erit imaginaria. At vero, quanquam ob hanc ipfàm cauffam ap
plicata exhiberi nequit, tamen determinatum habet valorem ima
ginarium (iam enim eui&um eft, notionem determinati notioni
imaginarii non aduerfari). Quoniam enim ponitur x>c, fta
tuatur x x = c c -+- b b, vt fiat V c c — x x= b V— 1, ideo
que applicata ifta imaginaria XY =a -+- b V — 1. Quare
cum formula a -+- b V — 1 omnes plane quantitates imagi
narias contineat, eas per huiusmodi applicatam determinatam
XY ad circulum quendam pertinentem repraefentare licebit.
Pofito fcilicet perpendiculo AC= a, centro C, radio pro ar
bitrio affumto c, defcribatur circulus , ac fumatur abfciffa
A X = V (b b —- c c), tum enim applicata imaginaria X Y.
iftam formulam a + b V — 1 ; exhibebit ficque mirabili quo
dam modo omnes adeo formulas imaginarias quafi geome
trice conftruere licebit.
§. 7.
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.. . . ^ §. 7. Operae pretium erit hoc exemplo, quodam
declaraffe. Quaeramus fcilicet arcum circuli, cujüs finus du
plo maior fit finu toto, qui ergo certe erit imaginarius. Po
fito ergo finu toto = 1. integrari debet formula, ;£z, ita
vt integrale euanefcat pofito x;— o, tum vero {ìmi debebit
x = 2, et valor integralis dabit, ipfum arcam. Hunc ia finem
formulae differentiali ;;£, tribuamus hanc formam: £=;;
conftat - autem effe; /;i £*=;) E. le*£*=», ynde . pofito
*= £* arcus quaefitus erit · · · · · · · … :!. . . r . <. .
— V — , t*££ = V — , t(a + v 3yi. V- ■ t V — :
Nouimus autem huius poftremi membri valorem effe?, vndę
arcus circuli, „cuius finus = 2, erit ; + Y — 1 /(* + V 3).
{Quamobrem. yt huic arcui imaginario aequalem applicatam
XY exhibeamus, in noftra figura capiatur interualluin AC=7,
ac defcripto circulo radii CM = c = 1, quia c arbitrio no
ftro relinquitur, pofito breuitatis gratia 1(2 +Y3)=b capia
εur abfciffà A,X = Y (1+ b b), atque applicata imaginaria
XY, aequalis erit ipfi arcui quaefito pariter imaginario, id
quod eo magis notatu dignum videtur, quod ifte arcus eft
imaginarium tranfcendens. -
. . §. 8. Primüm igitur Theorema , analyticum cuius
demorifiratio planior, vel fàltem magis dire&a, defideratur,
fiquidem eius veritas quibusdam iam fàtis eui&a videatur,
hoc modo proponatur:
• . ' Theorema I. -
. . Omnes plane quantitates imaginariae, quaecuiique in
calculo analytico. occurrere poffunt, ad hanc formam fimplicit
mam a -+-b V.— 1 ita , euocari poffünt, vt litterae a et b.
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quantitates reales denotent. Eius igitur demonftrationem fagacis
Ãmis Analyffis imprimis commendare non dubito. · · · ·
, §. 9. Sequentia duo theoremata re&ificationem fine
arum curuarum refpiciunt, ideoque ad Geometriam fübli
miorem funt referenda. Cum enim iam pridem a celeb.
Hermanno methodus geometrica fit reperta, innumerabiles
euruas algebraicas inueniendi , quae vel , fint , re&tificabi
les , vel quarum re&ificatio a dáta quacunque quadratura
pendeat (quam methodum deinceps ad Analyfin puram trans
tuli et plurimum locupletaui, ita vt peculiarem fpeciem Ana
lyfeos infinitorum conftituere videatur); inde vtique infinitae
curuae algebraicae exhiberi poffunt, quarum * re&ificatio à
quadratura circuli pendeat. Omnes autem, excepto circulo;
ita comparatae deprehenduntur, vt earum arcus aggregato
cuipiam ex quantitate algebraica et arcu circulari aequentur,
quantitatem autem illam algebraicam nullo modo ad nihi
'lum redigere liceat; vnde fèquens theorema tanquam verum
proponere non dubito, etiamfi eius demonftrationem exhibe
re nondum potuerim. • • - ta ,
Theorema II.
Praeter `circulum nulla datur curua algebraica, cuius
Anguli arcus per arcus circulares fimpliciter exprimi queant.
- -*
§. 1 c. Hoc theorema igitur eo redit, vt demori
fretur, nullam aequationem algebraicam inter binas coordi
natas orthogonales x et y exhiberi poffe , vt formula inte
*gralis fY (d x* —4- d y*) aequetur arcui cuipiam circulari,
`cuius finus vel cofintis fit fun&io quaepiam ipfàrum x et y,
'folo cafu excepto quo aequatio inter x et y circulum in
- . • • • •• - ' dicat.
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dicat. Quod quo clarius intelligatur denotet ® angulum
feu arcum quemcunque indefinitum in circulo cuius radius
=i, ac ponatur fV(dx*+ dy*)=a @, ideoque dx*+ dy*= aad@*,
fiatque d x = a p d ® et d y = a q d ®, atque neceffe eft vt
fit p p + q q= 1. Praeterea vero ambas formulas a p d φ
et a q d φ ita integrabiles effe oportet, vt earum integralia
per folos finus vel cofinus anguli @ exprimi queant, quod
dico nullo modo fieri poffe , nifi curua fuerit ipfe circulus.
* * §. 1 1. His autem conditionibus manifefto fàtisfiet
fi. capiatur p= fin. ( m φ + cz) et q= cof. (n 4 + &), deno
tante az angulum quemcunque conftantem, n vero numerum
rationalem quemcumque; tum enim vtique erit p p+ q q = 1,
et cum fit dx=ad® fin.(n®+&) et dy= ad®cof.(n®+&),
hinc ', integrando elicitur . x = b — £ cof. ( n φ -+- cz) et
g = c -+- # fin. (n 4) -+- &), quae formulae, ob litteras cz et m
arbitrarias, innumeras curuas inuoluere videntur. Verum cum
inde fiat b — x = £ cof. (n φ + α) et y — c = £ fin. (n®+&),
femper erit (b — x)'+ (y — c)*=£, quae aequatio manifefto
femper eft pro circulo. Demonftrandum igitur eft, pro com
ditionibus ante praefcriptis loco litterarum p et q alios va
lores accipi non poffe, qui iis fatisfaciant.
' §. 1 2. ' Cum autem nullum veftigium appareat ad
talem demonftrationem perueniendi , videamus an per de
monftrationem ad abfurdum quicquam lucrari poffit. Affü
mamus igitur praeter circulum aliam dari curuam algebrai
cam , cuius omnes arcus per arcus circulares metiri liceat.
Sit igitur A Y y m talis curua algebraica, cuius quilibet arcus
A Y ab initio A captus aequetur, arcui cuipiam circulari,
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ac fimili modo alius arcus quicunque A y etiam aequabi
tur arcui circulari, cuius finus: erit fimilis fun&io abfcifîàe
A x ; hincque manifeftum eft, etiam differentiae horum ar
euum, Y y, aequalem arcum circularem . affignari pofle , ita
vt huius curuae omnes plane portiones Y y per fimplices
arcus, circulares exprimi queant , ficque demonftrari -oporte
-bit , talem curuam algebraicam nullo prorfus , modo exhi
beri poffe. - - - - - - • • * •- • • • • - **
§. 13. Primò hic autem obferuo, ' fi daretur talis
curua, ea certe non in infinitum extendi poffe, id quod ita
oftendo : Sit Abcde etc. talis curua cum axe ABCDE
in infinitum excurrens, in eaque accipiantur portiones aequa
les A b, b c, c d, d e etc. quarum menfura fit quadrans
eirculi, atque in applicatis B 6, C c, D d etc. abfcindantur
portiones. B 3, C y , D 8, etc. quae fint finibus arcuum
A b , A c , A d etc., aequales, id quod etiam in fingulis ap
plicatis intermediis fieri intelligatur; ac manifeftum eft , fin
gula haec pun&ta ß, y , 8 etc. geometrice feu algebraice
affignari poffe , ita vt curua per omnia haec pun&a du&ta
A β γ δ ε etc. futura effet algebraica. Quoniam vero ea
habebit infinitas portiones alternatim fupraT et infra axem
exiftentes, ea ab axe ipfo in infinitis pun&is interfecaretur, id
quod in. nulla curua algebraica locum habere poteft. Vnde
luculenter fequitur, talem curuam A b c d in infinitum exten
fàm certe non dari poffe ; atque hinc iam eft eui&um , fi
darentur praeter circulum eiusmodi curuae algebraicae, qua
rum fingulae portiones per arcus circulares menfurari que
ant, neceffario eas in fe redeuntes effe debere, tum enim abfur
ditas modo oftenfà ceffare poffet, ita vt fimili modo nihil
abfurdi inde inferri poffit. ' ?
§. 14
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– §. -14. Sit igitur A B PQR S talis curua algebraicâ Tab. II.
in fé rediens, cuius omnes plane portiones per arcus circu- Fig. 7.
lares metiri liceat, quae tamen, non fit circulus ; tum fumta.
quacunque `portione : A, B, a- quouis alio pun&o P abfcindi,
poterit portio PQ illi aequalis, quae tamen illi maxime erit,
diffimilis, quandoquidem curuamen, feu radius ofculi, maxime.
differre poteft in his portionibus, quales funt AB, PQ, RS etc.,
Quanquam autem in hoc equidem nullam contradi&ionem
oftendere poffum, tamen demonftrari poteft, fi vnica talis *
curua daretur,. ex ea infinitas alias inter fe diuerfàs geome
trice conftrui poffe. Tum vero ex qualibet earum porro
fimili modo infinitas alias, ex earumque denuo qualibet infi
nitas alias, ficque in infinitum ; ita vt multitudo taliüm cur
varum fatisfacientium foret non folum numerus infinitus ,
fed adeo poteftas infinitefimæ infiniti. Quare cum adhuc
nullo, modo talis curua reperiri potuerit , nonne, hinc iure
conclùdere licebit , nullas plane dari huiusmodi curuas al
gebraicas ? - -
§. 1 5. Ad hoc autem demonftrandum , infignes +,, ,,
illae proprietates , quas Vir celeberr.. Ioannes: Bernoulli deFig. § ę.
motu reptorio et curuis aequae amplis in lucem' produxit ,
fummo cum fucceffu in vfum vocari poterunt, Fundamem
tum autem huius eximiae methodi in hoc confiftit. Si ha-,
beantur duae curuae vtcunque diuerfae a y m et a/ y/ m/,
in iisque capiantur arcus a y et a' y' aeque ampli, ita vt'
du&is ad pun&ta y et y* normalibus y r et y^ r^, quae axi
bus a b et a' b'. in r et r^ occurrant , qui ipfi ad curuas
normales fupponuntur in a et a', anguli a r y et a^ r^ y^
. fiant inter fe aequales, ex quo hi arcus a y et a' y' aeque
ampli funt apellati; quibus pofitis, fi hinc noua curua AY M
- - ' • L 3 - - ita
**
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ita conftruatur, vt fumta abfciffa AX= m. a x +m a' x', con
ßituatur applicata XY = m. x y + m. x^ y', tum etiam huius
nouae curüâc AM arcus AY erit = m. a y + m. a' y'. Quod
fi enim pro curuis datis ponamus abfciffas a x= x et
a/ x^ = x', applicatas vero x y = y et x' y' = y', erit fub
normalis x r …243. et x' r'=?£?', hincque tang. ary=#5
et tang. a/ r/y/=£. Quare cum hi anguli fint aequales, po
fito £= p, feu d y =p d x, erit etiam £= p, fiue dy'=pdx'.
Hinc igitur colligitur arcus a y =fd x V (1 —i— p p) et ar
cus a/ y' =fd x^ V (1 + p p). Iam in curua inde conftru&a
A Y erit abfciffa A X = X = m x —— m x/, applicata
vero XY = Y= m y -+- m y', hincque dX= m dx + n d x!
et dY = m d y -+- m d y' =p (m d x + n d x'), ideoque erit
d Y =p dX et arcas * A Y aeque amplus erit ac duo prae
cedentes a y et a' y' ; hinc ergo huius nouae curuae arcus erit
AY= /dXV(1+pp)=m/dx V(1+pp) + m/dx/V(1+pp),
vnde manifeftum eft fore arcum A Y = m. a y-+- m. a/ y/.'
§. 16. Hoc iam fundamento ftabilito, fi ambae cur
uae a y ot a' y' ita fuerint comparatae, vt arcus a y et a'y'
per arcus circulares menfurari queant, tum etiam curuae in
de defcriptae arcus A Y etiam per arcum circularem men
furabitur, fi modo litterae m et m denotent numeros rationa
les quoscunque. Ex quo iam intelligitur, ex illis curuis datis
a y et a' y' innumerabiles curuas A Y eiusdem proprietatis
conftrui poffe. Hic autem obferuandum eft , fi ambae cur
uae datae a y et a' y' fuerint circuli , curuam illam de
fcriptam AY fore quoque circulum, cuius radius R A=RY
erit = m. r a —Hn, r' a', ita vt hoc folo cafu nulla noua cur
va refultet, id quod per fe eft perfpicuum. Statim autem ac '
vel altera earum curuarum a y et a' y', vel etiam ambae
I10In
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non fuerint circuli , tum quoque curua defcripta A Y certe
non erit circulus, atque adeo in infinitum variari poterit,
prouti numeris m et n alii atque alii valores tribuantur.
* §. 17. Hinc ergo fi pro curua a y accipiatur cur
va illa fupra memorata, cuius fcilicet fingulos arcus per
circulares menfurare poffe affumimus, eamque a pun&o quo
' cunque A incipientem ; pro altera autem a' y' circulum quem
cunque, conftru&io modo tradita nobis fuppeditabit innume
rabiles curuas A Y eadem indole praeditas, vt arcui A Y
aequalis arcus circularis affignari queat. Tum vero etiam, Tab. II.
fumta curua a y aequali , ramo figurae illius a pun&o A Fig. II,
extenfo, pro curua vero a' y' alius quicumque eiusdem.cur- . •
vae ramus ab alio pun&o P protenfus, hinc etiam innume
„rabiles aliae nouae curuae A Y defcribi poterunt, quae vti
que omnes quoque erunt algebraicae; vnde manifeftum eft,
„fi harum nouarum curuarum rami in locum alterius curuae
datae a y vel etiam vtriusque fubftituantur; tum hoc modo
infinita alia curuarum genera conftrui poffe , quam multipli
cationem adeo in infinitum augere licebit. Quare cum nul
ia adhuc eiusmodi curua a circulo diuerfà erui potuerit, ma
xime verifimile eft , ac fortaffe tanquam rigide demonftra
`tum fpe&ari poteft : nullam prorfus in rerum natura dari
huiusmodi curuam algebraicam a circulo diuerfàm.
18. Quod ha&enus de circulo eft allatum etiam
ad logarithmos extendi poteft , quippe quos cum arcubus
circularibus imaginariis comparare licet, vnde fequens theo
' rema Geometris tanquam aeque certum et memoratu dignum
ac praecedens commendare fuftineo.
- •
- * - - - - Theo
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' ' ' . . . Theorema III. – – – – –
Mulla prorfus datur curua algebraica, cuius finguß
arcus fimpliciter per logarithmos exprimi queant. Jta vt ho&
theorema nullam prorfus exceptionem, quemadmodum prae
cedens, poftulet. • - , -
•• - , r *
§. 1 9. Notum eft re&ificationem parabolae a fo
garithmis pendere , verum finguli eius arcus non per : fimi
iplices logarithmos, fed per aggregatum ex logarithmo et qua
piam quantitate algebraica exprimuntur, ita vt hinc nulla
exceptio theoremati inferatur. Hic autem primo obferuan
dum eft, vt ante, fi talis daretur curua algebraica AYy, cuius
omnes arcus in pun&o A terminati per logarithmos affi
gnari poffent, vt verbi gratia effèt A Y = a 1 P et A y = a 1 p,
ita vt P et p effent certae fun&iones algebraicae ambarumn
coordinatarum A X, XY et A x, x y, tum etiam differen
tiam horum arcuum logarithmo exprimi poffe, quandoquidem
foret Y y = a 1 £. Hinc ergo pofita abfciffa A X= x et
applicata X Y = y demonftrandam eft, nullam dari aequatio
nem algebraicam inter x et y, -vt inde fiat fV(dx*+dy*)=alv,
denotante v fun&ionem quampiam algebraicam ipfarum x
et y; vnde fi ponamus d x =*f#* et d y = *£#*, neceffe ,. - … - fo - - -
eft vt fiat p p + q q = I. – Praeterea vero requiritur vt
ambae formulae /?;? et fi# fiant algebraice integrabiles,
cuius ergo impoßibilitatem demonftrari oportet. .
§. 2o. Quemadmodum mihi pro praecedente theo
remate licuit oftendere, nullam dari curuam in infinitum
extenfàm illi fatisfacientem, ita hic fimili modo oftendi poteft,
nullam dari curuam in fe redeuntem algebraicam, quae huic
thcoremati conueniat. Sit enim curua A Y B D A curua in
fe
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fè rediens, cuius omnes arcus AY per logarithmos exhiberi
queant, ita vt in applicata XY, fi opus eft produ&a, alge
braice affignari poffit pun&um Z, vt arcus AY fiat =log.XZ;
tum ergo, quia curua in fè eft rediens et arcui AYBDAY
eaedem coordinatae A X. et XY confieniunt, aliud quo
que dabitur pun&um Z, cuius logarithmus huic arcui ae
quetur. Ac fi circumferentia totius curuae ponatur = £ , in
finita talia fpatia XZ,XZ, XZ',XZ", etc. affignari poterunt,
quorum logarithmi aequentur arcubus AY, AY-+ c, AY-+- 2 c,
A Y + 3 c, et in genere A Y-+- m c, denotante n numerum
integrum quemcunque tam negatiuum quam pofitiuum ; at
que quia omnia haec pun&a fimili formula algebraica con
tinebúntur, omnia quoque in eadem curua algebraica exifte
rent, quae ergo a fingulis applicatis X Y produ&tis in infi
tis pun&is fecaretur, id quod naturae curuarum algebrai
carum aduerfatur.
- §. 2 1. Quod fi ergo daretur talis curua, cuius fin
gulos arcus logarithmis metiri liceret, ea certe in infinitum
•xcurreret. Iam vero ex vnica tali curua, ope propofitionis
fundamentalis, circa cumruas aeque amplas fupra allatae, pari
modo, quo ibi proceffimus, infinities-infinita noua genera ta
1ium curuarum exhiberi poffent; vnde cum nulla adhuc talis
curua erui potuerit , fi non prorfus certum, fàltem maxime
verifimile eft , nullas plane dari eiusmodi curuas algebraicas.
§. 22. Ceterum fi modo theorema fecundum fir
miter fuerit demonftratum, etiam huius demonftratio pro
confe&a effet habenda. Cum enim elementum arcus circuli,
cuius radius = d et finus = x, fit ;#£=; , fi radium ita
imaginarium concipiamus, vt fit a.= c V — I, elementum ar
Euleri Op. Anal. Tom. II. |M CUlS
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eus fiet ,££££:;=-;£:,, quod ergo erit reale, etiamfi
radius circuli fit imaginarius , eiusque adeo integrale erit
c /ves*;»-*) , vbi maxime mirum videri poteft,' quod.
arcus circuli imaginarii nihilo minus fint reales et - qui
dem per logarithmos affignabiles. Atque hinc iam tuto con
eludere poterimus , quemadmodum praeter circulum nullae'
aliae dantur lineae curuae, cuius fingulos arcus per circula-'
res metiri liceat, ita etiam praeter circulum imaginarium nul- '
las dari curuas algebraicas, quarum fingulos arcus per loga
rithmos metiri liceat.' Quoniam autem circulus imaginarius.
plane exiftere nequit, prorfus nullae curuae algebraicae ex
hiberi poffe funt cenfendae , quarum fingulos arcus per lo
garithmos exprimere liceat. ' .. , ,
-
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* §. r.
Propofii, duabus quantitatibus A et B, earum relatio, feui
* ratio definitur, dum quaeruntur duo numeri integri a
et ß, iique minimi, vt fiat & A = ß B; vnde fi quantitates
A et B fuerint inter fe commenfurabiles , iftos numeros ac
et ß femper accurate affignare licebit ; fin autem fint incom
menfurabiles, numeros cz et ß ita dare licebit, vt difcrimem
inter formulas & A et 8 B fit minimum, vel ita paruum,
vt propius ad aequalitatem inter has formulas & A et A B
accedi nequeat , nifi pro cz et ß maiores numeri adhibean
tur. Hocque modi folui folet problema olim a Wallifio
propofitum , quo , propofitis duobus numeris quantumuis:
magnis A et B , rationes in minoribus numeris requirun
tur , qui tam exa&te eorum rationem exprimant, quam fieri
poteft numeris non ' maioribus adhibendis. -
e .*
§. 2. Simili modo fi tres proponantur quantitates
A ,B et C, reperiri poterunt tres numeri integri æ, & et y, '
M 2 Vt
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vt fiat & A = —H 3 B EP. y C; et quidem omnes poffibiles
valores pro his numeris cz, ß, y affignare licebit, quibus
inuentis haüd difficile erit, minimos humeros pro a, ß et y
exhibere, atque hoc modo relatio inter ternas quantitates
propofitas A, B et C planifäme indicari videtur. Methodus
autem hos tres numeros cz, ß, y inueftigandi fimilis erit illi',
qua relatio inter duas tantum quantitàtes definiri folet , et
quae eiusmodi operationibus abfoluitur, quibus maximus
communis diuifor duorum numerorum indagari folet, id quod
fequenti exemplo illuftremus.
§. 3. Propofitae igitur fint tres féquentes quantita
tes : A = 49, B= 59 et C= 75 , et quaerantur numeri
a, b, c, vt fiat 49 a -+- 59 δ + 75 c= o, vbi quidem a, b, c
numeros integros , fiue pofitiuos, fiue negatiuos fignificent.
Iam diuidatur aequatio iHa per minimam propofitarum quan
titatum, fcilicet per 49 , et quoti ex pefterioribus terminis
oriundi refòluantur in partes integras et fra&as, ac feorfim
exhibeantur, quae quoniam iun&im fumtae nihilo debent
aequari, 'partes integras ftatüamus aequales numero integro
-+- d, fra&ae autem eidem numero negatiuo — d; hocque
rhodo duae hinc nafcentur aequationes
a+ b+ c = d et efF*=— d.
- 49
Iam ex poftrema acquatione fit Io 6 + 26 c -+- 49 d= o ,
quae prorfus vt prima tra&etur , fcilicet per Io diuifà dabit
b -+-2 c -+- 4 d= -|- 3 e et **#** ==— 3 e.
Hic fcilicet, quia numeri 6 et 9 communem diuifòrem ha
bent 3 , loco fimplicis litterae e ftatim fcripfimus 3 e , fic
que noua aequatio erit 2 c-+- 3 d -+- 1 o e = o , quae , £g
2 CI1
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* diuifà, fimilique modo diftributa, füppeditat has aequa
tiones : -
, c -+- d -+- 5 e= +f et £ =— f,
quae vltima ftatim dat d = — 2 f, atque hic operationes
terminantur, quoniam nullae amplius infunt fra&iones.
§. 4. Cum igitur effe debeat d=— 2 f, littera
autem e non fit determinata, per has duas litteras e et f
praecedentes fequenti modo regrediendo definientur:
-cz= 3f- 5 e, 6 = 13 e -+- 2f et a =— 8. e — 7f.
Solutio ergo generalis noftrae quaeftionis, fiue relatio inter
ternos numeros propofitos 49, 59, 75 fequenti aequatione
continebitur: _•
—(8 e + 7 f)49+ (1 3 e + 2 f) 59 + (3 f'— 5 e) 75 = o
vbi pro e et f numeros quoscunque accipere licet.
§. 5. Videamus igitur, quales numeros pro e et
f accipi conueniat, vt haec aequatio fiat fimpliciffima. Su
matur primo f= 1 et e= — 1, et relatio inuenta erit
1. 49 — 1 1. 59 —1— 8. 75 = o ;
at fi fumamus e= o et fi- — 1 , relatio erit
*7. 49 — 2. 59 — 3. 75 = o , -
quae fine dubio eft fimpliciffimâ forma relationis. Atque
ex hoc exemplo iam fàtis perfpicuum eft , quantumuis ma
gnae fuerint quantitates A, B et C, quoniam continuo ad
diuifores minores deuenimus, tandem omnes plane fra&io
nes tolli, ac pro numeris a, b, c femper numeros integros
' obtineri.
M 3 §. 6.
-
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§. 6. Cum igitur res fit manifefta, quando quan
titates propofitae A, B, C, D funt rationales, fiue commenfù
rabiles inter fè , etiam euidens eft, fi iftae quantitates fue
rint irrationales, vel adeo tranfcendentes, tum operationes
hic vfitatas nunquam terminari , neque idcirco talem rela
tionem exa&am vllo modo exhiberi poffe ; veruntamen,
quod his cafibus imprimis eft notandum, fi memoratae ope
rationes alicubi abrumpantur, tum eiusmodi relationes effe
prodituras, quae quidem rem non exa&e , attamen vero
proxime exhibeant, id quod faepenumero vfui effe poterit,
quando inter huiusmodi quantitates relatio tantum proxime
vera, et quidem in minimis defideratur. Quomodo autem
huiusmodi cafibus calculum tra&are conueniat nonnullis
exemplis oftendcmus.
§. 7. Sint igitur ternae quantitates.A— 1, B= V2
et C- V 3, ac primo, vt operationes ante adhibitae locum
inuenire poffint, has quantitates , irrationales in fra&iones
decimales conuertamus , quas quidem non vltra fextam no
qtam continuemus. Eft vero •. -
V 2 = 1, 4 142 1 4 et V 3 = 1, 732o5 I.
Iam per I oooooo multiplicando tota inueftigatio ad nume
ros integros reuocetur , quandoquidem tota relatio in ratio
nibus , quas hae quantitates inter fe tenent fubfiftit,- hocque
modo aequatio principalis a -+- b V 2 —H c Y3 == o trans
formabitur in hanc : -
• I oooooo. a -+- 14142 1 4. b-+- 1 732o5 1. c = o
quae diuifa per 1 oooooo et vt fupra in binas partes di
ftributa dabit -
- 4 , 4* t 4. b —— 7- 03 *• c — _ d •
a-- b -+- c= -+- d et !iiii 3-ii. £ = — d ;
poftrema
-
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poftrema igitur ad integros redu&a praebet
4142 14. b + 732o5 1. e -+- 1 oooooo d= o ,
haecque aequatio per 4142 1 4. diuifà eodemque modo tra&a-
ta deducit ad has aequationes:
b -+- c -+- 2 d= —— e et ar-£#!!!!!* *=— e
T 4 t4? u 4.
quarum poftrema reducitur ad hanc:
s 17 s 37. c —— i 7 1572. d
' ; T,,, , ,, —H 4.I42 I 4, 6 — o.
Tra&etur ifta aequatio eodem modo, vt prodeant hae ae
quationes : ' . ' ' -
-_ d-+- c -+- 2 e= -|-f et i*li:;£*i-*=— f,
quarum poftrema ad integros redu&a ita fe habet :
I 46265. c -+- 7 1 o7o. e —P 17 1 572f= O »
quae per 71 o7o diuifà praebet -
e +- 2 c -+- 2 f=+ g et tiit ;;;**-!=— g ;
pofterior redu&a fit
41 25. c -+- 2 9432. f-+- 71o7og = o,
vnde per .4125 diuidendo fe produnt hae duae aequationes: '
I`c -+- 7 f -+- 17 g = -+- h et 1-4;;;::-£ =— h,
at haec pofterior ad integros reduâa praebet illam :
, 575. f-+- 945. g -+- 41 25. h = o.
Diuidatur nunc per 575 prodibitque
f-+-g -+- 7 h =+ i et -- Ei*- -* = — i5
fiue £i£#** = — i , quae redu&a fit1 i 3
74. g -+- 2o. h -+- 1 1 5 i = o,
*.
vnde
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vnde per ao diuidendo hae oriuntur aequationes: •
h -+- 3 g -+- 5 i=+-k et i£***=- k.
§. 8. Hoc modo has: operationes continuari liceret,
quousque libuerit ; verum quia fra&iones decimales non
Vltra fextam figuram funt produétae, per has operationes
vltimae numerorum noftrorum figurae continuo magis fiunt
incertae, vnde in vltima aequatione binos numeros 14 et
1 5 tanquam aequales inter fe fpe&are licebit, vnde capi
poterit g = 1 et i = — 1, fietque k = o, atque hinc regre
diendo fequentes valores reperientur: - - - '
h=2, =—16, c=97, e-—16 1 , d=+2o9, b=-676, a=-788,
ficque relatio quaefita ita fe habebit:
788 — 676. V 2 —4- 97 V 3 = o, fiue
676 V 2 — 97. V 3 = 788
cuius error vix vltra fextam figuram decimalem exfurget.
v.
v.
§. 9. Quantumuis autem haec relatio ad veritatem
accedat: tamen inde neutiquam concludere licet , eam pe
nitus veritati effe confentaneam. . Si ' enim, denotantibus a ,
b, c numeros rationales, effet exa&e a = b V 2 + c V 3 ,
tum fumtis quadratis foret a a = 2 b b -+- 3 c c + 2 b c V 6,
hincque V 6==*=*%#=i**, ideoque V6 foret numerus ra
tionalis, quod vtique maxime effet abfurdum; atque hoc idem
etiam de omnibus aliis numeris radicalibus cuiuscunque or
dinis eft tenendum , ita vt quaelibet quantitas irrationalis
natura fua tantopere discrepet ab omnibus aliis irrationali
bus tam eiusdem quam diuerforum graduum, vt nulla pla
ne relatio rationalis inter plures huiusmodi quantitates fur
das diuerfàs locum habere poffit.
§. 1 o.
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§. 1 o. Vtrum autem quantitates tranfcendentes, vc
luti qui peripheriam circuli inuoluunt, fiue fogarithrmi, etiam
cum nullis quantitatibus radicalibus comparari queant, adhuc
maxime incertum videtur, fiquidem a nemine adhuc talis
impoffibilitas eft oftenfâ. Tantum quidem fatis eui&um vi
detur , peripheriam τ , circuli cúius diameter = 1 , nullam
comparationem cum formulis radicaíibus quadraticis fimpli
cibus admittere , quoniam aliter fra&io continua ipfi tr ae
quilis indices periodicos habere deberet, quod tamen neu
tiquam euenire videtur. Num autem quantitas 7 cum talibus for
mulis compofitis nullo prorfus modo comparari queat, in dubio
relinquere cogimur ; quamobrem talem inueftigationem pro
relatione quantitatum 7 , V2 et V3 methodo modo expofita
fufcipiamus.
§. 1 1. Euoluamus igitur modo explicato hanc ae
quationem :
a V 2 -+- b V 3 —1- c. 7r — o ,
quae in numeris integris proxime veris ita fe habct:
141 42 1 4. a -+- 1 732 c 5 1. b -+- 3 1 4 1 593. c = o ,
quae per minimum numerum diuifà praebet has aequationes :
C; —i— 6 —!-- 2 C – d Ct 3 1 7* : z. £ -+- ** *** 5. eΤ - d.
f4- m 4 z 1 �.
Poftrema aequatio ergo im integris fit
3 1 7 837. b -+- 3 1 3 1 65. c -+- 1 4, 42 1 4. d = o ,
quae iterum per minimum numerum diuidatur, quo fa&o
produnt hae duae aequationes :
- - - 467 • • b -+- r6 135*. d — _
c —— b -+- 4 d= e et -|:;*-* =— e,
quae pofterior redu&a fit
4672. b -+- 1 6 1 5 54. d -+ 3 1 3 1 65. e = o.
Euleri Op. Anal. Tom. II. N Diuidem
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*. Diuidendo per 4672 hae colliguntur aequationes:
b+ 34 d -+- 67 e = f et -*#-*=-f.4672
§. 1 2. Operationes has vlterius non profequor, quo
niam, fi exa&ta daretur relatio, ea fine dubio non adeo
complicata effet futura. Prope veras autem tales relationes
exhibuiffe parum iuuaret. Vnde fententia fàtis certa videtur,
quod peripheria circuli tam peculiare genus quantitatum
tranfcendentium conftituat, vt cum nullis aliis quantitatibus,
fiue furdis, fiue alius generis tranfcendentibus, nullo modo
fe comparari patiatur. -
§. 1 3. Infinita autem alia dantur tranfcendentium
genera , quae neque ad circulum neque ad logarithmos re
duci poffunt, etiamfi quampiam affinitatem cum his quan
titatibus tenere videantur ; ac fi forte tales quantitates cum
ha&enus cognitis exa&tam quandum relationem tenerent,
quam dire&te ex principiis analyticis definire non licet, haec
mcthodus vnicam viam fuppeditare videtur, cuius beneficio
huiusmodi relationes quafi diuinando explorare licebit.
§. 14. Huiusmodi igitur cafum fingularem, qui ta
lem relationem non refpuere videtur, hic accuratius euoluam,
fcilicet fummam fèriei reciprocae cuborum
t .r -
1 + + + + + + + + + + + etc.,
quam nullo adhuc modo fiue ad circulum fiue ad loga
rithmos reducere potui, cum tamen fummae poteftatum pa
rium omnes per poteftates pares ipfius 7 exhiberi queant ,
fumma autem primarum poteftatum
- • -:-:-:-:-:-:- etc.
loga
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Iogarithmum binarii exprimat.
§. 15. Cum igitur haec feries rcciproca cuborum
r. r m. - - - - . -'
I — ; —-; — % —-;;-;, -+- etc.
cubum huius feriei - -
I — ; —— i — : —— : — : —H etc.
in fe comple&atur, probabile videtur, in eius fumma (log. 2)'
occurrere debere, neque tamen cuipiam multiplo huius
quantitatis aequari certum eft. Deinde vero , cum eadem
feries in fe comple&tatur produ&tum ex binis praecedenti
bus , fcilicet:
1 — ; —1— : — : —— ; — etc. = 12 et
• -
3 4,
1 —— 5 —-; -+- £ -+- 5 -+- etc. = £*:
fufpicari licet, ibidem quoque produ&um *,* 12 occurrere;
quamobrem operae pretium erit inquirere , num forte fum
ma feriei reciprocae cuborum tali formulae compofitae :
3 Ttr -
& (1 2)'-+- 6. £. 1 2 -
aequetur , ita vt & et ß fint numeri rationales.
§. 1 6. Per approximationes autem olim fummam
feriei reciprocae cuborum ita affignaui:
1 -- 5 -+- 5 -+- 3+- etc. = 1, 2o2o569o3 ,
vnde fi eius pars quarta, fubtrahatur , prodit fumma huius
fèriei : ' .- - - -
1 — §, -+- ;,— § -+- , — etc. = o, 9o I 542677
quam breuitatis gratia ponamus = A, et quaeramus nume
ros a, b, c, vt fiat , -
7T TT _
a A -+- b (12)' -+- c 1 ^. "£ = o,
2IN vbi
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vbi cum fit
*= I, 644934o66 et ! 2 = o, 693 r 47 1 8o
colligimus fore proxime
(l 2 \' = o, 333o25 et 1 2. *= I, 14o I 82
vnde relatio euoluenda erit -
9o I 543. a -+- 333ο25. ô -i- I 14o 1 82. C – O,
$. 17. Pro hac igitur aequatione operationes inmi
tuantur vt fupra, eritque diuidendo per 3 33oa 5
b -+- 2 a -+- 3 c = d et iila: £t;us. • — — 4;33 3 . 2 5 _-
at pofterior ad integros redu&a praebet
235493. a -+- 1 4 1 I o7. c —— 333ο2 5. d— o,
vnde diuidendo per 14 1 1 o7 deducimus has aequationes:
a -+- c -+- 2 d = e et ****** ** gii 4 — — e , fiue
14 1 1 Q?
94386. a -+- 5o8 I I. d -+- 14 1 1 c 7. e = o
qua aequatione diuifà per 5c8 1 1 colligitur
a + d + 2 e = f et *-*-*■;;;::-::= —f;
at haec pofterior redu&a ad integros fic
43575. a -+- 39485. e + sos 1 1. f— o,
vnde porro diuidendo per minimum numerum oriuntur hae
aequationes :
a -+- e -+- f=-*- g et *** **gr*. /= — g, fiue
409o. a -+- 1 I 336. f-- 5 c 485. g = o,
vnde formentur hae aequationes :
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§. 1 8. Superfluum foret, has operationes vlterius
continuare , quoniam hinc iam fatis intelligere licet, nullam
dari relationem tam concinnam inter ternas quantitates as
fumtas, vt veritati confentanea cenferi poffèt. Cum igitur
inueftigationem huius fummae reciprocae cubortim tot variis
modis fruftra explorare tentaffèm, atque haec methodus
etiam inutiliter fit in vfum vocata, merito de tali. inuentione •
defperandum videtur.
N 3 . - DE
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, . . DE RELATiONE
F R A C T I O N V M
: TRANSCENDENTIVM
IN. I N F IN I T A s F R A cT I O N E S
S I M P L I C E S.
§. I.
ropofita fra&ione quacunque algebraica ;ç * .
merator P quam denominator Q fint funétiones rationa
les integrae quantitatis z , iam pridem oftendi quomodo ea
in fra&iones fimplices refolui poffit, quarum denominatores
acquentur fa&oribus fimplicibus denominatoris Q, numera
tores vero fint conftantes, fiquidem variabilis z in denomina
tore Q plures habeat dimenfiones quam in numeratore P. Quin
etiam oftendi , quemadmodum pro quolibet fa&ore fimplici
denominatoris fra&io fimplex refpondens reperiri queat, fine
vllo refpe&u ad reliquos fa&tores habito. Ita fi conftet,
denominatorem Q factorem comple&i fimplicem z — a,
fra&io fimplex inde nata , quae erit huius formae : „*,—a5
facillime hoc modo definitur. Statuatur ę= = *, -+- R ,
vbi R comple&tatur omnes fra&iones fimplices ex reliquis
oriendas. Multiplicetur vtrinque per z — a , vt fiat
re;s,= a -+- R (< — a) » -
cuius tam mu
€t
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et quia & eft quantitas conftans, ea femper eundem retine
bit valorem , quicunque valor , variabili z tribuatur ; quam
obrem fiat vbique z == a , vt reliquarum fra&ionum fimpli
cium ratio ex calculo excedat, et habebitur & = 1*; £; fi
quidem in hac formula fiat z = a, tum autem numerator
P. (z — a) in nihilum abit ; verum , quia z — a eft fa&or
denominatoris Q, etiam denominator Q in nihilum abibit.
Hinc igitur per regulam confuetam loco numeratoris ac de- '
nominatoris fua differentialia fubftituantur , quandoquidem
etiamnunc erit it===#=°'4r = cz , fiquidem hic vbique
loco z fcribatur a. Ponamus igitur hoc cafu z = a fieri
P= A et %$= C, quae ergo quantitates A et C facilimed
inueniuntur, tum igitur prodibit numerator quaefitus c. = £ ,
ita vt fra&io fimplex ex denominatoris fa&tore z — a oriun
da fit =£ (z — a), ita vt non opus fit reliquos fa&tores
denominatoris noffe. Simili autem modo pro fingulis reliquis
fa&toribus fra&iones fimplices refpondentes determinabuntur,
quarum omnium fumma aequabitur fra&ioni propofitae ,,
dummodo variabilis z pauciores habeat dimenfiones in nu
meratore P quam in denominatore Q. -
§. 2. Haec igitur , principia , fequentes pro denomi
natore Q eiusmodi affumamus fun&iones tranfcendentes, *
quas.in infinitos fa&ores fimplices refoluere liceat, id.quod
euenit, fi eae infinitis cafibus nihilo aequales euadant. Prae
terea vero neceffe eft vt omnes ifti fa&ores inter fe fint in
aequales, quandoquidem fa&tores aequales peculiarem refo
lutionem poftulant. Imprimis autem requiritur , vt pro
du£tum omnium talium fa&orum ipfam fun&tionem Q_ pe
nitus exhauriat, quoniam quandoque fa&tores imaginarii fé
inter-.
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intermifcere poffent. Veluti fi fumatur Q= tang. φ, ea vti
que omnibus iisdem cafibus euanefcit, quibus baec fun&io:
fin. φ, hincque ambae iftae fun&iones eosdem fa&ores fim
plices inuoluunt, etiamfi inter fe neutiquam fint aequales.
Deinde vero, numeratorem P ita comparatum effe oportet
vt cum denominatore Q nullos habeat fa&tores communes.
Jmprimis autem cauendum eft , ne quantitas variabilis in
numeratore ad totidem vel plures dimenfiones affurgat quam
in denominatore. Cum autem ea in denominatore ad in
finitas dimenfiones affurgere fit cenfenda , iftud incommo
dum non erit pertimefcendum , quamdiu variabilis in nume
ratore tantum finito dimenfionum numero continetur. Sin
autem eius poteftates etiam in infinitum afcendant, fàepe
numero difficile erit iudicare , num dimenfionum numerus
maior fitj vel minor quam in denominatore. Interim tamen
etiam his cafibus fra&io propofita 5 omnes continebit fra
&iones fimplices, ad quas methodus noftra perducit. Verum
euenire poteft vt praeter eas etiam quasdam partes quafi
integras inuoluat. His igitur praenotatis fequentes cafus cuol
VaImuS.
I. Sumatur Q = f;?, vt fra&tio refoluenda
fit — i--.
Jin. Φ
§. 3. Quoniam formula fin. φ, denotante at femi
peripheriam circuli cuius radius = 1 , fèu angulum duobus
re&tis aequalem , omnibus his cafibus euanefcit:
@=o, @= -+- Tr, Q) — -+- 2 Tr, ®= —H 3 7r , etc.
et in genere @= -+- i 7r, eius fa&ores numero infiniti erunt
@, (Φ-+-7r, (φ-+- 2 7), (φ-+-37r) et in genere (φ-+- i7).
Aliunde autem certum eft, hanc formulam fin. φ praeter iftos
fa&ores nullos alios fiue reales fiue imaginarios inuoluere;
- CUII11
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cum enim, fit. . . . . . . . . .
fin. @ = φ -;£+ —+— — etc.1. 2. 3• 4 • 3
conftat hanc feriem aequari huic produ&o infinito:
φ( -£)(1 -+-£)(t —£)(1 -+-£)(1 — §)( -+-%) etc.
. . . . §. 4. . Confideremus igitur noftri denominatoris
Q = fin. Φ fa&orem quemcunque φ -+-'i t , vbi i denotet
omnes, plane numeros integros, tam pofitiuos quam negati
vòs, ciphra non excepta; fitque fra&io partialis hinc oriunda
s-*=; ' Ad. eius numeratorem CZ, inueniendum — ftatua
tur primo in numeratore P vbique @ = i τ , fitque quanti
tas ihde ' refùltans = A ; deinde `cum fit Q = fin. φ, erit
d Q = d ® cof. 4), fiue $= cof. @, vbi loco φ itidem fcribi
oportet i t, vt obtineamus C, vnde patet fore C = cof. i 7r,
* ita vt fit C = -i- 1 , vbi, fignum -- valebit pro numeris
paribus , fignum vero — pro imparibus numeris loco i as
* fumtis. ' Hoc igitur modo nümerator fra&ionis noftrae erit
g = + A ipfàque fra&io quaefita -+- ,-*,…. Hinc autem
vlterius progredi non licet, quamdiu numeratorem in genere
fpe&tamus , vnde eius loco plures' valores determinatos ac
cipiamus , fingulosque in fequcntibus exemplis euoluamus.
*, 1°. Sit P — 1 Ct fra&io propofita JE*
*. §. 5. Hic. igitur femper erit A= r et fra&io fim
plex quaecunque = aë* • vbi, fignum fuperius, valet.
fi i numerus par, inferius vero fi impar. Subftituamus' igi
tur fucceffiue pro i omnes eius valores ordine
c, —— 1, — I, —- 2, — 2, -+- 3, — 3, —-4, — 4. etc.
Euleri Op. Anal. Tom. II. ' * O * et
-
•*&$3 ) ιο6 ( $•
et refòlutio noflrae fra&ionis ;, in fra&iones fimplices ita
fe habebit: • .
JE*-+ό-σ*#- σΗ,*®=';.ta ;';;.-g =;;-&E;+ + ete.
quae in hanc formam reducatur :
f* — * • m. m . 1—————
jEíó =δ*#*o-#£o-;=-=o*;=;=ó*;==ó-;ΈμΒ- etc.
Contrahantur poft primum terminum bini fequentium, vt nan
eifcamur hanc feriem : -
—-—-- * ®_ _ _ *® *°——— • ?—j£j=δ*##*® z=i*£*£# £» A#*τρ* CtC.
vnde deducitur fequens fèries memoratu digna
m. t —* - m. i m. -
53j;.jT; $=##*ay-:==ô*;£-;w£#-TÍ st*
§. 6. Has quidem fèries iam olim fufius füm pro
fècutus: interim tamen pro fequentibus cafibus haud inutile
erit fèquentes transformatiónes hic repetere. Ponamus igi




M. r _- '* — m. - 1) - - r.
• λJun. X tf ' 2 - V- XX ;ExX*;ExX ;zEX + €tC.
atqne hinc per differentiationem, fpe&ando Â tanquam quan
titatem variabilem , infinitas alias feries notatu, digniffimas
elicere poterimus. Ex priore fcilicet mancifcemur
*rtrcof.A*— * _ 5—-—--—--—*—-1 -—--———
$íîå*=x$TtXETtTtXEiE*ty- y-+;;-:;;-;s=;; — ete
Hinc igitur fequitur, fi Ä = : fore -
o= r - r - £ -+- £ -+-, — „, - etc.
quod quidem eft manifeftum. At fi Ä = ; erit
* ! ° - 1 — : — i. + + + ;,-i, -,:,-- ,;, + i,- €tC,
27 Si
-&£ ) io7 ( *&-
Si λ = £ , oritur feries praecedens.
Si Ä =£ , prodit haec fummatio:
•T *T L - - -
§#; = r — ; — & -i- £;-+- I,— ;;r- &, -+- etc.
Quod fi denuo differentiemus, obtinebitur .fèquens fummatio :
** _ — ^* — ' _ 1————*—-i • -
fiEXT*T*JTEXT- X*T(XE}; ά-jTj *OWE} +{X¥;J CtC.
ficque continuo vlterius progredi licet.
§. 7. Simili modo etiam alteram formam differentie
mus , quae redu&a praebet . * -
•mr •rr *r cof. λ tr_ i—— '— - •
AXTZXJTLXTXJT.X;* — (I-XX}. ç=;x**&=ÄÈ {73XXjs €t C.
Quod fi nunc fumamus Ä = ;, prodibit ifta fummatio:
* _ * •■ '— — — ! 5— —
• — • — ■ — ■;; s5? 6s? -+- § 9* CtC. *.
quae feries prorfus noua omnem attentionem meretur; neque
autem opus eft hinc nouam differentiationem inftituere.
§. 8. Pofteriorem autem fummationem
;xix;- ;ìx= ;E$- ==;x*;=;; - • ;:Exx+ etc.
accuratius perpendamus, ac primo quidem cum ea fem
per debeat effe vera , quicquid pro â affumatur, fumamus
Â= o. Quia autem hoc cafu membrum finiftrum abit in
co — co, fra&etur Ã vt quantitas quam minima, et cum fit
À tr = Â 7r — ; λ* ητ*, iftud membrum euadet
qr 1 I
a7TÖZI7I77) T 2A A *
quae fra&iones ad communem denominatorem perdu&ae dant
1 — 1 —4- ; Â Â τ τ nr tr
a ZAICIIEAA77) FTE— 2 A777"
O a Nunc
-&£ » ros ( §*-
Nunc igitur fa&o λ-o, eius fa&or erit = '*, feries autefh
ipfà hoc cafu euadet } < - . ' -_ ' *;
1 —1— ; — ; -+- V. — ;, -+- etc.
cuius fummam conftat* effe £. . . . . · · · ·
L
§. 9. Manifeftum porro eft, quoties pro Â accipia
tur numerus integer, vnum terminum feriei, ideoque etiam
ipfàm. feriem fieri infinitam , quod egregie conuenit cum
fumma inuenta, quandoquidem hoc cafu fit .fin. A t = o.
Atque hinc nata eft ifta quaeftio : fi ille terminus fèriei in
… infinitùm abiens ad , fîniftram partem transferatur , quanta
futura fit reliquorum terminoriim fumma. Ponamus fcilicet effe
λ=1, et primus fèriei terminus euadet infinitus, qui crgo ad
finiftram partem translatus dabit • •
' ; ;;;-;',— -*— — ; + ; — -+ ; — i, + i, — etc.
Nunc ad valorem huius feriei iijueftigandum ftatuatur Ã vni
tati tantum proxime aequale, ponendo λ = 1 — ω , eritque
fin. λ τ = fin. (7 — 7 a) = fin. 7, 4 ; eft vero
fin. τ ω = 7 a — ; t' a', -




'* I • • . 1 - T * '
- - • * — . —i—
2 (1 — a) w (1 — ; 7* w') ΣΚΓα) ΈωTa aj*
Primum autem membrum - - -
1 * .
:s , ob
2 (1 — ®) a) (1 — ; t* w*)' - * -
.- 'm - - . - • - • • •.• / • • -
;… = 1 -+- a -+- a* ct - - .-
*—— 1 -+- ! τ* α'
1 — ; +• ω* - * ' * '* , ° ? _
*.
negli
-&$£ ) xo9 ( 3*3-
negligendo poteftates ipfius ® quadrato altiores', transmuta*
tur in hanc formam : -
;!, (1 + w+ a)'+ ; τ τ ω ω);
tertium autem membrum
-πέEy ob ;-== 1 + ; ω + ; ω ω
abit im - - -
' — ;,( 1 +: w+ : a) w) ,
vnde primum et tertium membrum fimul faciunt
;', (; a) + : a) a) + ; τ τ ω ω) = 4+ ; ω + i, τ τ ω
qui valor pofito w = o fit =;, vnde fecundum mcmbrum,
I
quod erit —;, iun&tum dabit totam fummam quaefitam — ;,^. »
ita vt fit mutatis fignis : -
: = ; — ; -+- §, — & -+- £, — „, -+- ;, etc. -*
cuius ratio eft manifefta , cum fit - :
- - - • " — ' _ ' \ • ' ' — - - t •
• 3=;(1 —3); }-}(,-3); ?, — ;(;-;); ;;=;(£-;); etc.
his enim valoribus fubftitutis et fublatis terminis fè deftru
m. r *• -
entibus. fiet ; — ; — -; —2. 2 A.
-
§. 1 o; Circa eandem autem feriem quaeftio magis
'ardua occurrit, qua quaeritur fumma fèriei , fi λ λ fuerit
numerus negatiuus, ideoque • A quantitas imaginaria. Ponatur
igitur : Â Â -- — μ μ , fiue λ — μ / — I , ac fèries nihilo
minus erit realis , fcilicet - -
';;',; — ;-j -+-;-;';;,-;.-;';; + ;=;';; — etc




- 2 Ρ. W - -Jin.t M. w— , 2 M,
-. 2.
Ll
O 3 • cuius
-** ) **• C £*-
çuius ergo valor realis quaeritur, fiquidem nullum eft du*
bium quin feriei valor fiat realis. - - -




Fiat igitur @ = μ τ V— 1, eritque
φ V — 1 =—μ τ et — φ τ V— 1 + = μ τ,
vnde conchuditur
- '
- - - - ,-■* _ -*-#*
fin. g. r V— r ——–;—
- 2 Y-- 1





- ΣΕ- ;-;:;;-+-;;';;-;A -+-;-;:;- €tC,
I nr -
= T, μ* - μ (e**—e-**)* •
2°. Sit P= φ et fra&io propofita ;%.
§. 1 2. Hic 'ergo ob numeratorem P= φ fa&or
denominatoris primus φ tollitur, quemadmodum etiam no
ftra refolutio numeratorem ipfi refpondentem nihilo praebet
aequalem. Hic igitur pro denominatore φ — i r fit nume
rator =#*= + i τ , vbi fignum fuperius valet fi i nu
merus par, inferius fi impar. Quod fi ergo fuerit i = 2 n,
fraétio inde nata erit „£, ; atTfi i= — 2 m , fraâio erit
-
- •2
•&3 } 1 1 x ( $•
- • à • ir í - • m — - i* _ _ (* m-- *)* .
„$t, at fi fuerit i = 2 m ;.: figio erit — si*#3;.;
denique ex i=-am-* oritur $%£!£;, quocircà fèries in
venta erit
-
9 ---. • •■ * * — -* * — * * 3 ".._ _ * *r ?
jTTj- &*#*φ#-+q√. +-Af; **#*##; &#-+ CtC.
fiue
40. — _ * " . — * £. — -* f. : •it * *__ _4 *
7 fq, +#£*#£q; £7-3 ;##*##£t;# ;7TQj~ €tC, .
vnde fi bini termini in vnum contrahantur, erit
Q9 _ * * * s mr mr rs qr 1r_ £"5a, + etc.
JIET,— 77-37. ~ * miq 3 * 577=QÜÖT ■**=ô
quae per 2 τ τ diuifà producit hanc fiimmationem :
q; - • • 9 m6
377jHTIQ»- £#-IJQE T ATE-TÓ+ ;7TQTj- T:##y-+ etC,
Ac fi ponatur φ= Â r, prodibit
^* —
s fin.\ n -
vnde fi fuerit Ä Ä =—μ μ , feu Ä = μ Y- 1 , ob
• - 4 s* ne,
;-;.-;-;;-f-;=;;.-;;3;;,-+- etc.
g-**-_ g-+- μτ
fin. p. xv— x =—=y=—, erit
' tt 7r 1 r 1r
A ? - + etc.
AFT*F*° Tag*ATAE*£EFÊÊT IG-FAE
atque hinc per differentiationem infinitas alias fùmmationes
deducere licebit.
3. Sit numerator P= φ* et fraétio ££.
§. 13. Pro denominatore igitur φ— i r numerator
erit i —- i i mr mr, vbi fignum fuperius valet pro i numero
pari , inferius vero pro impari. Hinc fi loco i fucceffiue
fcribantur numeri -
-}- I — 1 -+- 2 - 2 -+- 3 - 3 -+- etc.
- féries
-&: ) I I 2 ( $*&-
feries refliftans érit * -
-. φ φ —_ t T _ .T t 4. * * * * • τ r _ _ • r * _ _• * * .jan. q) -Tq)-t ôï; + ä , *ú; Φ-- s τ £ ,* etἀ.
i .
fiue *••
- - •_ _- - -_ - 9 τ ττ —-•**,- ete
JEt -- 7 -$ τ+ Φ Σ τ — 4) a T —— ® 3TTtTj 7T££ -••
Contra&tis igitur binis terminis fiet
¢ 3). — _• r T ® _ _ s τ τφ τε πτ φ . . . s- * * ® . £
JTj — T7—φ φ :;;!#5+ ;##### TT=5 )• fiue
g) 1) _ rr rr •rr rr 4 tr rr * * * *, -+-
_ * ^ tt 4 tr mt ' ; •rr 1 6 r rr : - . *
:jîE## 55 — ;#'55 +;#53— ;:£;£ -+- etc.
Quod fi nunc quilibet terminus huius feriei in duas partes
difcerpatur, quarum prior femper eft I, binae fequentes fe
ries nafcentur : - e - - -
• • - + 1 — 1 -+-'I — • I -+- 1 - — €tC.
•TE©-), 4. q) q) ® $-+ dq) %*,,-+—°*,-,— ete;
ATTgTTZTTt 3T7 T(5T {37; t - q»qpT 337 t ITpT
Notum aütem eft, feriei • • • · ·
-+- 1 - 1 -+- 1 - 1 -+- 1 — 1 etc.
fùmmam effe = : , qua ad alteram partem translata et per
φ φ diuifà prodibit -
1 ; ' —
-.'' — — — —'-—--—---—-——— etc.
, a 'i - ;-ii — ##iis- ;;#==5 -* -+#=st - etc.
quae prorfus conuenit : cum fèrie in §. 5 inuenta.
4°. Sit P = φ?, denotante » numerum imparem quem
cunque pofitiuum , vt fa&tio propofita fit
' _ . • ^y * - -
-… . * · · · fin.; φ' ;
- §. 14. Cùm igitur pro- denbminatore φ — i*t fiat
A = i° t? et C = -+- 1 , erit numerator --- i* ti*, -vnde
cum y fit numerus impar, figna noftrorum terminorum ea-*
3 . . . ' • . . - . . dem
.. , *
* '
••&#3· ) 1 13:(; $%•
dem lege-procedent atque. in cafu P= φ, vbi y= x; vnde
fèries hinc nata erit; . , . , , ; -« tu. - s '
q* r* . π? , . 2? ** 2** -* 3* m*
ÎŸF7Eφ* £FφT 37Eq, T £££% *- 37= 3,
- … , - - - 3* rr*
•• i • • • • . . . . . . - .. . . -H-—--— — etc.
- - ' 3 tr+ ®
quae per τ* diuifà praebet - -
.!. * ■ -.
φ* • -_ 1 *- j- _ 1 . — 2* — - … 2° 3*
_ - -----• -—— ! ... -- - -
τ*fin. φ T r-φ' τ+® 2 τ-ρ 2 x+ ® 3 r — Φ
- - - - 3* -
: -- - —H - - - CtC.
- 3 Tr -+- @
et binis terminis contra&is erit , „*
* φ* r ' »* g* * ' -
-- a7Tfin. 3 — 77-φφT A77-3@ —+ 9 qr mr —φ φ
- : - - - - 4?
— ————-—-—- —4- etc.
i : . . . . ' … -£££* * * .
Statuamus nunc φ= λ τ eritque ' • .; ; , i
*y 1 , … »* . * 3* 4* * *
-£-=—— ——*'-, *—*———*'-** etc.
2 finιςρτT 1—ÅÅ74-AA T 9— A Â T 1 6—ÅÅ "
…
°- * • • •. - -
... §. 15. Hinc fi fuerit Ä =μ V— 1 , erit vt ante
v. iT • • • e- P r _ •-*- ut
fin. u * V- . =-;;=;-
Pro valore autem poteftatis Å? duos cafus euolui oportet,
prouti fuerit y = 4 n -+ 1 vel y = 4 n — 1. Priore cafu
erit - ; • -
' ' A*= (μ V- 1)**** = (μ V— 1)** « g. V— 1.
' Euleri Op. Anal. Tom. II. . . P. E(£
-** )*** ( 33- a.
J • • • • -. -- - . - ; - - - - - - - - :
Eft -vero' fu.v— i)'*— μ**, -vnde -erit Av- μ**** y— ,,
hincque prodit fequens fummatio realis : * *** *** * * ' .
μ***** * ,*'*-*-* „ • n-* i* : 3. *+* - 4***-* * • ,
-£,— T,; - ------- ---;---+…— …-…--H'etc.'
•** — r-** — 1 + μμ - 4+ μ μ ' 9+μμ ι6+μμ '°
Altero atitem cafu, quo ® = 4 n — 1 , prius membrum capi
debet negatiue, • eritque i .? ' ' - -- -
μ**-*-' mr I , , *** *-* * 4* *-* * , ¬
TÉEFF*°TEZETAE+;A- •*-… • , -
Has autem fummationes facile patet veras effè non poffe, nifi
•y fit numerus integer impar et quidem pofitiuus.
*-
*. - - - _
• , , *
5. Sit numerator P= φ*, denotante 3 numerum pa
- δ
- -4-: a:- 9
„ rem pofitiuum quemcunque, et fra&io fin.TÓ*
§. 15. Pro denominatore ergo φ — i qr numerator
erit -+- î' **, „ambiguitate fignorum eandem legem tenente.
Hoc igitur cafu ratio fignorum perinde fe habebit ac cafa
P = φ φ , „eriique idcirco. -
* ^5, -* I • •* •*-* . •* „* " - s* *
-^— • - .- - —-- - - - - -
fi... „ T ^ — y 7, -i y & II — 9 ' 27r-*-® '' 37r-φ
- - - - ô ô -
* * • • • , • ' ' ' ' ' ' — — i3. £i- -+ etc.
3 T + φ
Quare fi ponamus φ = A r erit haec feries • .
Â° qr • . I ; I a° a5 3° : 3°.
—
- ——— - -+- - *- - -
.
• fim.λτT 1-A . m-+Â AEA*AA* 3-λ , ;3-+A CtC,
hinc binis terminis in vnum contrahendis fiet
A*- ' •r- (; 15 ) a* * * ' ; 3° , . _4°
Efin.A7° EAZiT AEAA. 7*3IAX T ZEà* etc.
§. 16.
-&#3 ) 1 * s ( $&-
· · · §. 16. Statuamus nunc etiam λ — μ V— 1, vt fit
- in · · · e-** — e- w* . • •
1n. λ τ =- a Y— I. -. - - . '. - - - . . i
Pro, valore autem ipfius Â°-' duos iterum cafus euolui
oportet, prout fuerit vel 3= 4 m, vel 8= 4 n + 2. Priore
*. : -- - <!-- - 4 q • r
cafu, quo 8= 4 m, erit λ'*= μ**, ideoque À**-*= £2 5
' D - _>^ '. - $. - - -; ' . . - - - . „ . — ' TV — 1
atque hinc orietur ifta fummatio : , . . . . .
.- - - - - - < - - I. - : • • ; * , , » ; , . $- - -
' ^ _ ,, • n- ' - 4 h. - 4. n. 4. ■* * ,4 ft.
A. - μ* - 3; . . . I. - - 2. - 3 4. — -+- etC,
-
- —— — -—---- ---—--- --
, e** — e-** T 1+gg. *£££*£T ÎœÎ¤*
Pro altero autem cafù 8= 4 n + 2 fummatio ita fe habebit,
—+- μ**-*- qr t ..; ,* m -+-*. 4* *-*-* 3-•--•
a====== EZ-A*£EZ
- §. r°7. Hae autem fummationes eatenus tantum ve
ritati erunt confentaneae, quatenus pro exponentibus y et
8 numeri integri, prouti funt definiti, accipiantur , nihilque
`impedit quo minus quantumuis magni affumantur. Cum
egim denominator -- - • • • -
fin. @ = φ -{4)* -+- ,;. φ*-* etc. . . ' -
aά άimenfiónes infinitas ipfius, q) affurgat, … άummodo maxi
ma poteftas in numeratore non fiat infinita, refolutio in fra&io
nes femper. ad veritatem perducit. Sin autem exponentes '
illi non effent integri pofitiui, fed fra&i, vel adeo negatiui,
irefolutio in fra&iones partiales locum plane habere nequit.
'Quamobrem fi loco piimeratoris P eiusmodi fun&iones ip
fiùs q) ftatuamus, quae etiam ad infinitum dimenfionum nu
merum adfurgant, tum de fumma inuenta non amplius eri
-f . P 2 ^ ImUlS
-£$? `) 1 i6( $£-
- - - - • • * -
mus certi. Verum fieri poteft, vt ad fra&iones : partiales
inuentas infuper quaedam partes integrae adiici debeant.
Huiusmodi igitur cafus aliquos euoluamus.
i
6. Sit numerator P= co£φ et fra&io =j%$.
• * §. 18. Cum fit
* * * cof. Φ = 1 — ; ® @ -+- ', ©'- ,is Q* -+- etc.
poteftates ipfius φ in numeratore aeque in infinitum exfurgunt
atque in denominatore;. vnde fieri poffet, vt haec fra&io partem
integram inuolueret, quae cum reperiatur fi fumatur Φ= co,
foret ifta pars integra -—Éè= cot. oo, quae, autem in fe
prorfus eft indeterminata. Interim tamen, quia totidem ca
fibus euadere poteft negatiua atque pofitiua, medium fumen
do valor re&e videri poteft = o; ceterum dubium per
fequentem euolutionem tolletur. Cum pro denominato
re ^ ® — i tr fiat A = cof. i mr et C = cof. i Tr, erit numera
' tor huius fra&ionis = 1; hinc ergo nafcetur fequens feries:
eof. φ — r r m. r
í$ = 6 -+- &*=-*- sit, -+- 5=, +&-£;;* etc. fiue.
- - r m - i r -
cotag. φ- ö τ —Φ -+-;-;-j ;==5-+- 3TÓ €tC. +
Pofito igitur φ = λ τ , haec feries induet hanc formam :
- -
- £ - i In - m. r. - -
* cos. » * =; ;-=; -+- t£x 2 — λ *-+-A ;-=;-+- €tC.
quae fummatio an vera fit per cafus inueftigemus. Ac primo
quidem fi λ denotet numerum integrum , veritas confirma
tur ; femper enim aliquis feriei terminus fit infinitus;
fumma vero quoque fit infinita. Sumamus autem λ=;, erit
mr cot. £ = o, ipfa autem feries prodit -
:—:--;-;--;-;-- etc. , .
- - - - - • vbi
--- -T
•*£#3 ) I 17 ( $•
* vbi omnes termini fe manifeßo deftruunt. Sumamus autem
infuper λ =:{, prodibitque • -
- ' r = :— #-+-; — % + ; — & -+- etc. . -
quae eft feries notiffima Eeibniziana. - Sicque omne dubium
circa veritatem huius fummationis euanefcit.
- -
§. 19. Contrahamus binos terminos, primo excepto,
in fingulos, et obtinebimus
* - '• -. - § _. a λ ——*—— • λ - a λ
^r cot. λ τ = § I-7\λ <T-XX. p- AN IGIY\~ CtC.
quae feries reducitur ad hanc formam: ?
m. *r cof. X tr _ t - -r et -
=*; — **#£*=;-;;+ ;=;; +;=;; + ;;5;+ etc.
Quod fi hic iterum ftatuamus Ä = μ V— 1 , ob
e-** -4- e**
1 *
cof. μ τ V— 1 = 2. et - -
- g-** _ e-*- μ*
- fim. μ ^r V— 1 = 3 2 V — x *
haec obtinebitur fummatio:
- ! ar(e***+e-*")_, _r 1 . r'
TAAA*ó*E£*"), £° EFEE*£FAT.* JFZ.
- - '-
II -
• . . -+ I 63Füy. CtC,
Nunc autem per fe eft manifeftum, per differentiationem fi
mili modo vt fupra infinitas alias fummationes obtineri poffè.
.
P 3 . ; II,
• •**$£ , } 1 1 8 ( 3*4-
II. Sumatur Q= e6£a- cof. φ, vt fra&io refoluenda
- P | . -
fit =z=3r* * * .
§. 2o. Cum , fit denominator Q= cof. 3— cof. φ,
, vbi angulus ? vt datus et conftans fpe&atur, is fequentibus
cafibus euanefcit, . . . . . . ' -
φ = —— <; φ = -- 2 r -+- é; φ= -- 4 r -+- ?;
, • • • ® = —= 6 t =#- é; @ = -+- 8 τ -+- 3; etc.*
ideoque in genere φ = + i tr + & vbi i denotat omnes nu
meros pares tam riegatiuös quam pofitiuos; vnde denomina
tores fra&ionum fimplicium quas quaerimus erunt
, ®-<, 3+<, φ-2r-<, q-2r4< 442r-<, φ+2T42, etc.
hocque modo pmnes fra&iones fimplices reperiemus, qua
rum omnium fumma aequâlis effè debet fra&ioni propofitae
P. • • . ' . .
voJ.T£ — coTTQy* 3. ' ' ' . . . •
- §. 21. Confideremus, nunc primo denominatorem
fimplicem in genere φ — i 7r — ?, ac pofito φ = i qr + ? ab
eat numerator P in A. Deinde cum ex denominatore fiat
4§= fin. φ, erit C = fin. G tr + <)= fin. ?, vnde numerator
huius fra&ionis erit £ =;£;, ideoque fra&io hinc nata
£ts=%#=áj. At vero pro denominatore φ — i rr -+- ?,
* £ in numeratore P ponatur φ = i τ — ?, prodit quantitas
B ; ex denominatore autem fiet
-
— . C= fin. (i m. — 3) =— fin. ?, . . . . . . . . .
-vnde orietur • ifta fra&io: - mtara-*,*-ta, Nunc igi
tur tantum opus eft vt loco i fucceffiue omnes numeri pa
res tam pofitiui qnam negatiui fubftituantur.
- •
• • • o.
-_ *. - • • i I".
•,
- •ä ) 1 *9 ( *$£-
* * *. Sit numerator P= * et fra6tió prepofita
" §. 22. ' Pro binis igitur , formulis generalibus erit
tam A = 1 quam B = r , vnde iftae fra&iones generales
£unt , . . . . . . . . . . : ' • • ,
JTZTE===:j-/EtoHE?j>jErts*E??j» 'i
confequenter, hinc deducemus féquentem (ummatiónem:
: , * r * . - -, .__ z\? —-—* * 2 « -
&J.£- cof. φ -ais?; +JEaTöï`FA-zz;-t- JZzτρή#;-;j
v - 1
- 2. ¢
' -+- £zòìáj-=:r, -*- Ezö-i?=::)-+- *.
fiue habebimus
-
• -, - 1 .< — —! - -
• . ■::£*=;= ***** + *=#*-*- tw=====*
- .… ” -+- @=;ia-::+ {======; -{-* €tC. :
6. 23. Quod fi ergo fuerit ?= o, erit • r
, , , , — ' . - - , ■ •'
f =5:5=; çi + ά==;. -+- ίφ Ea*)* + (®-.Tj* *&; + etc. -
Sit nunc porro q) = *, erit haec fummatio: · · · · ·
*# = 1 -+- 3 -+- J,-+-;,-+- j, -*- ;■ -*- etc.
vti quidem fàtis conftat. Ponamus porro Φ= z, prodibit
que haec fummatio :
=== 1 + 1 +$-+-;--;--;--;--;,-+- etc.
quae feries cum praecedente congruit. Sin autem ponatur
Q) = X r , erit · · · · · · · · ` ` · ·
•mr ^mr — ! … s * * . 1. • •
;t; T£x£j=;$-+- x=:y-+-x-;;;»-*-*-*-+-a-+-+- etc.
• " - • * -' -r- omr. : - : •• - :
quae fumma etiam eft —–. ' *• . . -
. -^ ^ . . . 4 Vlul. . ^ T) - · · · · · · · · ·
• , * • -
• .
§. 24.
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… §. 24. Ponamus autem in genere ?=æ ae et Φ=λτ,
vt obtineatur ifta fummatio: -
. mr Jim. « r -i
- — r r
;£#*££$£j= SY£zz -+- XEj-zz* XE#Ez.
-i i
-+- s=;Ej. zzzt- {X¥j.=*. -t- CtC. * *
-
uod fi iam & fuerit quantitas imaginaria, fiue &=ßV-1,
fùmmatio. haec erit , ' ' . . • . . -
' m (®* — e-?*) - 1
ΣΘ* F°)-zcofAt)TXX+33
1 t 1 I
*(XEyEBB *T(XEFTB3
I I.
, -+ te —+ ;- *- 2 + etc.
(^— 4)*-+-/5/3 ' (a-+-4)*+ ßß v
§. 25. Hinc fi proponatur haec fra&io in feriem
refoluenda: „-:;;-:;;, fiue Ejx=* duos cafus confiderari opor
tet, prouti a fuerit vel vnitate minor vel maior. Sit a< r,
vt fieri queat a = cof. & τ, vnde fit & = *-£-*, atque in
vento & reperietur
==óx=#júz, 3x-zz-+ty==;=*WEj===*X====)+ etc)
Sin autem fuerit, a > 1, quaeri debet ß, vt fiat -
48 * _p_ e- 8* ' ' -
2 I 4. * -
Hinc ergo fiet •+•**+ 1 = 2 ae**, vnde radice extra&a re
peritur e*"= a + V (a a- 1) hincque e-**= a — V(aa — 1),
vnde porro fiet · · - ' . • . • ' . -
A r= t (a + Y(a a — 1)), ergo
* * 8 = 3, l(a -+- V (a a — 1)).
Inuente igitur hoc numero ß poftrema formula praebet
hanc feriem : ' , •
.£v(aa- t ). — r.
23(q-cof. λτ) =XX-i33*{X¥£3*{X£;£gg*t5=;;:;-*g-+ CtC.
, ^ .' confe
^ .
•&$3 ) I 2 I ( §#3•
confequenter habebimus
- .
t: * '— * 3 ' . . . ' * * * , ' r - , ^
a- cof.\rr ~trAW(qù- 5%x#53**=¤§*XEA | IX-7£ga* etc.)
cafü autem medio, qüo a = 1 , fit & = o ; tum vero po
natur a = 1 — oo, eritque -
A cof. (1 — a) = A fin. V(2 @ — a) a) = V(2 ao — ω ω).
Eft vero etiam
- - •
. . V (1 — a a)= V(2 @ — ω ω), - - -
vnde pro hoc cafu fèriei fummatio erit ' -
i. —- * i r. τ r. - -
5TCJX7-77r (;;-+-tx - ψ-+tx£y-+-($ - ;--;x£;-+etc.)
Cum igitur fit v
- - 1 — cof. λ τ= 2 fin. ; X tr',
habebimus hanc fummationem:
_7r? - —-i- -+- I —H r




quae feries iam fupra § 23 eft inuenta.
.«»• Si - • fin. ® . ~
»*. Sit nunc P=fin.® et fia&tio propofita s, ££; ,..
§. 26. Cum igitur fit P = fin. ® fumto, q\=i tr + ?
erit A=fin.(i7r-H3)— fin. ?; at pofito φ=i tr — ? prodit
B=—fin. 3; hinc binae fra&iones inde refultantes erunt
- I I I. _ 2 φ- 2 i tr
φ27#T£* φEìr-F2°(;Ej?yII?? *
uare fi loco i fucceffiue omnes eius valores fcribamus, man
ciftemur fequentem feriem : - ` --
* fin '® ' _T a 6 ._• (3) — 2 w)_ • (6) —4-• Tr) 2 (φ -• ft)
a#=======::*;;:-;;;****;;;;=*•**#**+ etc.
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fiue -
fin. ® — ,© '®— • *r ®-*-* rr ... Θ— 4 mr
- ;;:;::=#t5=<55*zz+ô£j*zz+{έz? +σά; =:*etc.
§. 27. Hinc fi fuerit ? = o , erit
fin. φ — 1. _i i * - r * ' -—
;££5=ô-+-g=== -t-s-;=-t-® =#-+-a-+-,-+- etc.
cuius igitur feriei fumma eft ; cot. ; @. Hinc fi ponamus
Q2= λ τ » erit - - - -
; r cot. ; À t = {-+-;=;-+-;:;-*- si;--;t;-+ etc.
et contrahendis binis terminis -
.* * i — t 2 λ X.
; tr cot. ; A r = $ -+-;;;*;-+-;;;*;; -+- x; $a -+- etc.
hincque •
1 I tr cot. : A fr _ ' * 1 I I.
Aa-TAT=AEAA -+ REAA -+ RAEA-+- etc.
Quod fi hic loco λ fcribamus 2 λ , habebimus
τ *r cof.X tt _ i. t ■
ῦ λ λ 1. A =;=;;; -f- ;;=;;; -+- ;;-;5 -+- CtC.
fiue
r. arcof. Xtr _
£xx —— x =;:;; --:-;x-+-;=;x-+-;;!;, -+- etc.
quae feries eft plane eadem , quam fupra § 19 inuenimus.
§. 28. Ponamus nunc vt fupra <=azºr et φ=Ã me,
vt obtineatur fequens feries : .•
7r'i£.^? — 2 X— * X -+- s A- -
3GGATIEG.XT)-ÜXX-AZ)—H3-j;j;;-+-Κά-+-ix :£;£;;-+ etC.
Sin autem hic ponatur &= ß V- 1, ifta feries fequentem in.
άuet formam:
- ^r fin. Â Tr - Â a-* —-
È7TFFEEEAE* ÄÄEFE3 -+- XEyTEÄ
X -+- 2 λ — 4. -*
-H (λ+ 2)*+ 8ß —H ÖXEAFF55* etC,
§. 29,
••*$3 ) . 1 2 3 ( 333«
- §. 29.. Quod fi igitur propofita fuerit haec fra&io:
j^. ® fin. λ Γ. i - -:£## fiue „££;;, iterum duos cafus euolui conuenit, al
terum quo a < 1 , alterum quo a > 1. Priore quidem cafu,
— A rc,c0,.a
quo a < 1, ftatuatur. cof cz tt = a, vnde fit & = *t**, quo
inuento erit
-
fin. λ τ —2 . / _ λ ^ — * λ-+- *_ _
qt (;x*;=-+- 3 *j*=; -+-;-£;z-{- etc.)
åICO.Xt ---
Sin autem a > 1 , quaeri debet 3, ita vt fit vt ante
= # f (a -+- V (a a — 1))
quo valore inuento erit
Jin ^ * . — 2 . ? -—^ = *-- _ ^ -+- 2
- ' a — coJ. λτ Τ τ (xxi; 33 + tx-jfjg -+ (λ-+- *)*--33 -+ etc.)
Sin autem fuerit a = 1, tum fit tam cz = o quam ß = o,
eademque feries refultat , quam fupra ex cafu 3= o eli
cuimus. Hinc ergo fi fumatur λ = 4 prodibit fèries
mr - 2 - 6 ro - t 4
, 2 coJ. a T -T 1 — 4 a. a. ;EAA * 2j-+ QQ Q. 7Ezz + CtC.
vel etiam haec:
qr `2 6 I O I4
2FIFB** TAB3T5EAB5*35 EABBT 49Ej35* *
Ceterum * per fe intelligitur , per differentiationem plurimas
alias feries formari poffe.
III. Sit fra&io refoluenda gra-**
§. 3o. Ante omnia igitur hic quaeri debet, quibus
snam eafibus ifte denominator euanefcat. Cum igitur in gene
re fit cof. φ = cof. (i tr + ®), denotante i numerum parem,
fimilique modo cof. 2 @ = cof. (i/ Tr -+- 2 ®), habebimus
i τ -+- φ = i/ tr + 2 φ, vnde ob ambiguitatem fignorum
fequentes cafus eruuntur: @= i τ , φ = H. Hic autem pro
* . Q_2 be
•»33 ) 1 24 '( $3«-
be eft obferuandum, cafùs priores bis occurrere, feu fa&o-
res hinc natos φ — i tr bis effe collocandos, ita vt fa&or
denominatoris fit (φ — i τ)'. Quod cum minus clare ap
pareat, ita oftendamus: quoniam in genere eft
cof. a — cof. b = 2 fin. t=#, fin. *=*
erit nofter denominator 2 fin. : φ fin. § 4), qui igitur euanefcit
tam quando fin. ; ® = o quam quando fin. ; ® = o. Fit
autem fin. ? = o quoties ?= i t, denotante i omnes nume
ros integros , ideoque φ = 2 i T. Similique modo fin. £?
2 *
euanefcit , fi £= i 7 ideoque @ = #, quae pofterior for
1
mula, quoties , eft numerus integer, priores cafus fuppe
ditat ; ficque manifeftum eft, in fa&toribus occurrere omnia
quadrata (φ — i T)'. Reliqui vero fa&ores φ —*#', quan
do i per 3 non eft diuifibile , erunt fimplices.
§. 3 1. Cum igitur formula (φ — 2 i t)* fit fa&or
noftri denominatoris cof. @ — cof. 2 φ, fecundum regulam
pro huiusmodi cafibus ftatuamus
-1 - ß -
coJ. D — OTa p - t5=â;#; + s ';;; + R ,
vbi R comple&itur omnes reliquas fra&iones. Nunc vtrin
que multiplicemus per (φ — 2 i 7r)' et habebimus
£££,= & + 3(9 — 2 i τ)+ R (φ — 2 i 7)*coJ. QP - co,. 2
Faciamus φ= 2 i τ fietque cz = :?T'» cuius fra&ionis
1numeratOr et deyit; euanefcent, hinc differentialibus fub
2 ( φ— ? 1 τ J_
ftitutis fiet cz- ,*I j 37* vbi cum numerator et denomina
tor iterum euanefcant, denuo eorum loco differentialia fcri
. - ? - • -
bantur eritque &====oi√. INunc igitur pofito
φ = 2 i Tr reperietur a = 3. , • • • • • • • • • . . . . . . • .
- - • §. 32•
-#3£ ) sas ( %&-
§. 32., Iam, in aequatione * · ·
3=#,= &+ ß (q) — 2 i τ)+ R (9 — 2 i 7)*
terminus a= ; ad alteram partem transferatur et ad ean
~dem denominationem reducatur et refultabit haec aequatio:
— o # —:(cof —cof. 2 ' a - - -
'*=*£*i*l=ρα-ai*)+R(o-ai**
*.
vnde per φ — 2 i t diuidendo fiet , . .
(φ — 2 i 7r)*—3( cof.@ — cof. 2 . .
(£jj#*=; 2# = e* R(o-ai*) :
Quod, fi iam ftatuatur φ=2it, ß aequabitur fra&ioni, cuius
tam numerator quam denominator ter euanefcit, ita vt tri'plici differentiatione fit opus. v {•
~ Y . -, Prima autem differentiatio dabit:
; . 2 (φ— 2 i T)+*(fin.φ— 2 fin. 2 ®) •
A= co£©-δοτλφE(φΊΉ(fin.TEfiEAT):
Secunda differentiatio dabit :
2 + 3 (cof. φ— 4. cof. 2 φ) •,
8==; fin.φ+4 fin. 2 φ—(φ— 2 ir)(cof. q)—4cof. 2 ®)?
Tertia denique differentiatio dat ;
- — 3 (fim. ®— 8 fin. 2 ®) —•
' 8= - 3 cOTÖEFz cof. 2®-F@-a i7T(fin.(5-5Τin.Tj*
Nunc autem fa&o ®= 2 i τ numeiator quidem iterum.
enanefcit, denominator vero euadit 9 , ita vt fit 3= o. *
-, ^
' §. ss. At vero ifte valor pro 3 fine differentia
tione facilius erui poteft ponendo φ = 2 i qr + w, exiftente
w infinite paruo ; tum autsß erit , • . . -, * *
* •. , , • • t •** . ; rc -- ;
Q. s .- ,, • * .** cof.
*•**#3 ) ( 1 26 ( $3**
cof. ® = cof. a) et cof. 2 φ = cof. 2. a) ;
aequatio autem fiet
° £-— = ; + A @ + R ay ω.
cwJ. w— co'• ? (0 *
Nunc ambos cofinus proxime exhibeamus vsque ad quar
tam poteftatem ipfius ω procedendo , et cum fit , • __
-
…
- cof. ω = r — ; a) ω + }; a)* et . . … . . T
cof. 2 a) = 1 — 2 a) ω + ? a)', erit
cof. w— cof. 2 @=;w a)— a)'=; a) w(r — i. a) a) ,
quo valore fubftituto habebimus
\ .
—2 s —? R •
;—j—;(**;aa)=:+ßa * Roa ,
hincque fit ß = f, a); ficque fa&o a) = o erit etiam ß= o.
, , 2
§. 34. Hanc obrem pro denominatoris fa&tore qua
drato (Φ— 2 i τ)* ob &= ; fra&io inde nata erit ; si;;;.
Pro reliquis autem fa&toribus fimplicibns φ—;i tr ftatuamus
I CZ
- EÛTEAT = φTÉÍA -*-*•
quae aequatio multiplicetur per φ — 3 i tr = w, vt prodeat
E*ET = & +— R σω. -
Vbi notetur numerum i non effe per 3 diuifibilem, vnde
:;? fequentes angulos exprimet:
£Tr, $t, :r, '£7r , §7r, i.
at anguli : #* valores funt **, **, i*: quorum angu
lorum cofinus eft idem — : , finus autem horum angu
lorum funt fin. *# = + ',', vbi fignum füperius valet, fi
i fit 3 m -+- 1 , inferius vero, fi fuerit i = 3 m -+- 2. At ve
• ro fin. ** femper eft -E*;*, vbi iterum fignum fuperius valet
f*
- - fi
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6. i = 3 m -+- 1 , inferius vero fi i = 3 n -+- 2. Haecque re
gula, femper valet, fiue m fit , numerus pofitiuus fiue ne
gatiuus., , - - . - ; -
: } • . - * • . -
§. 35. His praenotatis erit
cof. φ =— ; cof. ω … '; fin. w et
cof. 2 φ — — ; cof. 2 a) -+- * fin. 2 α/ ,
vnde vero proxime habebimus
- - r* . . --- v ;
cof. ®=— ; (1 — ; ω ω) =P- *; w et
cof. 2 φ = — ; (1 — 2 φ ω) -E *;'. 2 σ,
vbi perpetuo figna fuperiora valent fi i = 3 m -+- * , iis
feriora autem fi i = 3 m -+- 2. Hinc igitur erit mofter de
nominator
. - - _ 3 ~T- s v s.
co£?- co£ a Φ = ; ω ω -+- …. σ
* I - • -
vnde. fit —TJ-E77 = α. Pofito igitur ω = o erit
• ; ω -+- —; - - -
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, , , §. 36. Euoluamus igitur primo omnes terminos
fèriei ex fa&oribtis geminatis (φ — 2 i tt)* natos, et cum
numerator fuiffet 3, fi loco í fucceßiue omnes £cribamus nu
meros integros tam pofitiuos quam negatiuos, feries orietur
fequens:
• • * g* • r - • -
τά*;■*;:;-*;;;;;;*;ττ*;=;*;;;;;;;*;;:;:;* etc.
- PrQ
•££ ) ras ( £&-
|
Pro altera ferié fit r*) i= 3 m -+- 1 , hincque fra&io fiet
_ f**-=a=;;;;; 5 fin abHt€m fit -i = — 3- n — x fignum;
inferius valebit et fra&io erit +EJFZ,» qui
- - • - _8 ( 3 m -+- 1 J 7t ^
duo termini contraái praebent (ATEöíTEjj***)v;3 fin
autem fuerit i — 3 n -+- 2, tum vero etiam i = — 3 m — 2,
binae fra&iones in vnam contra&ae praebent • ' • '
-+- 5 s*=£';;';';;;*;v,-- * • . .
Quare cum valores negatiuos ipfius i iam fimus complexi,
loco. m tantum omnes mumeros pofitiuos o, I, 2, 3, 4, 5 etc.
poni oportet, vnde (equens refultabit feries:
- s Tr - s. , tr - *. 7 mr
* {ος, φEXTTJWF I ΕφφETRVs (5 ©®-TTTJ7; .
e 16. tr + s. s τ ' 8. 8 mr .•
• . , - + (οφφFI8TEWi τίΚΕΦΕ7; * τΓΤΕ###7;. -
§. 37. Propofita igitur fra&io aT==Tv refolui
tur in has duas feries - • '
2 r • —— 1 r * r
: (§ -*- 6=F-+-a-##5 -+- a ==■ -*- tstts;+ etc.) ;
s mr r 4. •* •. ' *' io
-£(;ya-. R*;***;¤t;ûEFT**£E ;;-;-;-- etc.)
-, • rr <a s - 8 , • ' • a
+;*; 9® ®-…. a £ *;TTE*£*##*; y=';;-:;;-+ etc.)
Hinc ergo fi faciamus, vt fùpra ® = A r erit fra&io
•rr rr - - -
co). XTITcJTXTt —
.. . * 2 / 1 . r i *; r . … * . . . . . * , . *
3(§-**=;;*&#j.-+a+;;-**#;,+a+ +&#:j.-+- etc.),
s fr i . _ - 4. ' * 7 n. J ^ ; 2 :
{73 (;xxi; —+ 5XXTIX3.+ £ XXIII77 + 5XX É7z· +- etc.) I.
B dr n.- <a - 5, - 8 *. • • ■ • . -
-+- v3 Gxxi; -+- 55 5*. 52 + ΤΣΧ*■;=*;;x£;t; -+* etc.) ;
§. 38. Vt exemplum afferamus fit x — ;, vt fiat
9 λ λ = I ac prödibit ifta fummatio : T , • - -,
1
7r 7r
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-^ w m =: (#-+-#-+-;-*-#-+-;:;-*-#,-+- etc.)
* * ' -+-;:;(;-;=;-+-;=;=;+-+-*-*-+-*-+-+-;-*- etc.)4• 4*- r ' 4. 73- v ' 4. Io3-,
a Tt / _._2 . s * 0 • i - -
—£(= - ;--; s*- ;+=;= ;-+; #-;-+-; #=; —H etc)
quae fummatio etiam hoc modo referri poteft : ' . ., „,- . - - - « - - - . - • •-. -*t
- r - i m. r*
grt-6(ä-+-à-*-;.-+-;i.--;--;--;--- etc.) . . , ,
- • T *———* ————I° 14. i6 - _ }
-.»… - +#Ga 4* — 1 +;; -T: 1o3 — ;-+-;;;; —;-;;5 3-;-+etc.
elegantior autem forma erit fequens : … ' • •-. . .
τ τ=6(#-+-#-+-;-+;,-+-;,-+-;,-+-;-+- etc.)
m. . 1 mi m m. N * *. - ? -
+£(1 -+-;-;,-+-;,-;--&- etc.) . p
- -
-
- - - - •!.* v
§. 39. Quoniam hoc cafu occurrerunt fa&ores qua
drati , etiam eiusmodi fra&iones refòluere, poterimus*, qua
rum denominatores ipfi funt quadrati, ideoque meros . fa
'&ores , fimplices quadratos inuoluunt. Atque adeo hanc
refolutionem extendere licebit ad denominatores cubicos al
tiorumque poteftatum, fi modo in fubfidium vocentur ea
praecepta, quae pro huiusmodi refolutionibus olim dedi.
IV. Sit fra&io refoluenda propofita Ę. .
* * * * §. 4o. Cum igitur hic omnes fa&ores quadrati
<denominatoris in hac forma contineantur: a-i;, denotante i
omnes numeros integros tam pofitiuos quam negatiuos, po
namus pro refòlutione generali *. * * . • . . • • -
p;# = a-#-+- s£;a--R -
vbi R comple&itur omnes fra&iones reliquas. Hinc per
(φ — i r) multiplicando erit - • ..
- %#= g+ 3®-i ■)+ R(φ-i *). , ,
• Euleri 0p. Anal. Tom. II. R. … Iam
.^,
-
•%$3 ) 1go ( $•
Iam fiat φ = i r, et quoniam hoc cáfu numerator ac deno
minator noftrae fra&ionis euanefcunt, flatuamus φ-ir=α,
eritque * - . ,
fin.φ=fin.(jr+w)= fin.im cof. a) + fin. a) cofir=-+ fin.a,
ob fin. i r = o et cof. i T =-- 1 ; vbi fignum fuperius vafet
fi i fit numerus par, inferius vero fi impar, quod tamen
difcrimen hic non in cenfum venit, cum fit Gn. q)*= fin. α.
Hinc igitur erit - - • _ _ -
*
- -* • • I. -* - • • . … * • • • , 'f.rs. . '}
© (a) — - •
• • - i • - - •• A* — ;
Cum igitur fit - * * , * *,
*. - - - - - - · · - T--.
fin. w = w — ; a'= a) (1 — ; ω ω), erit
-;. ' '- 1 I • • • • . -. • - -- -
1 * _ ' ' ' . - - : ^} -^ - '
- ■ , . z-;-s;— I —— £ ay ωr dy • ατ-+-R ayω : :
*•' ' (1 — : a) a)** +;a - -e + Rw a» , , :
vnde fit ftatim cz= 1. Tum vero aequatio erit ; a)= 3+Ra,
ficque fa&o ay = o fit 8 = o , confequenter ex denomina
• - 2; - .- * mi -
toris fa&ore (φ — i τ)' oritur haec fra&io JE.
§. 41. Tribuantur nunc ipfi i omnes valores de
biti ac reperietur haec feries:
Η.$a=όφ -+-RER —HÈ-+- άE; t)a--JE*-+-JEF -}- CtC.
quae quidem feries deduci potuiffet ex § 1 8, vbi inuenimus
* . • ' ' eof. φ-— , . * ' " y. : m. 1* - -
vnde per differentiationem fignis mutatis, ea ipfâ oritur fe
ries quam hic inuenimus. - -
. §. 4a. Quod fi - fa&io foret propofita ;£: èt.
eodem modo refòlutio inftituatur , ob s.
f...,. * ; • . - so£
-&$£ ) ias ( %&-
cof. (i f -+- a) = -+- cof. w ideoque
co£ ®'= cof. a* = 1 — a) a) , .
quoniam fecundae poteftates ipfius aJ non in computum ve
niunt, numerator foret vt in cafu praecedente = 1 , , ideo
que eadem plane feries prodiiffet, `id quod vtique foret
abfurdum. . Supra autem iam animaduertimus , huiusmodi
refolutiones veritati non effe confentaneas, nifi quantitas va
riabilis φ in numeratore pauciores habeat dimenfiones quam
in denominatore, quia alioquin praeter feriem fra&ionum
partes integrae effent accefìurae, id quod hoc cafu manifefto
euenit , cum fit ##=; — 1, ita vt pars integra hoc
cafu fit = — I. -
----
V. Sit fra&io refoluenda = „;:
' §. 43. Pro hoc ergo cafu poni oportebit
* — [3 • r
n=#-=s*.,-+-a-+-+s=3=-- R.
Ponamus nunc iterum ®= i t —- a, et cum fit
## = + : (1 -+-; a) a)
(vbi ratio fignorum legem fupra datam feruet) haec' refultat
aequatio, poftquam per ω' fuerit multiplicata : -
av* (1 -+-; ayω
+°9#*°=a--pa-ywa--Ra =. —Haway S
vnde manifefto fit a = —— 1 , tum vero 8-+-yω-+-Raww=;a/
ficque erit ß = o et y = + ;, Hoc igitur modo ex de
nominatoris fa&ore cubico (φ — i τ)' nafcentur hae duae
fra&iones : ΦETT}* =E EÇTTj*
- R a §. 44.
*. *a*.*.-*
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§. 44. Tribuamus igitur litterae i fucceffiue omnes
valores tam pofitiuos quam negatiuos atque obtinebimus fe
- quentem refolutionem : -
- * — - — *. — —— — r m r -
ITT — φ — ÜEj. — JEi -+- 3=;;; -+- as;i:; — etc.,
- * — i - t i. *— - Y
+ Σφ, 2(®) — ττ) 2 (J)-+-τ) —H a(®—• τ) —+ 2(®-,-77) CtC,
Hic obfèruaffè iuuabit, inferiorem feriem iam fupra in `pri
mo exemplo effe inuentam; vnde intelligimus fore fummam
huius feriei = —,: quamobrem feries fuperior cuborum
fola aequabitur huic formulae: -
r
- -
* Jin• φ*JE y
- - 2 . … .
§. 45. Egregie hoc quoque conuenit cum princi
piis fupra ftabilitis, ex quibus per differentiationem continuo
alias nouas feries eruere docuimus, Cum enim fit
r. —- I r r - ur r.
jT— Φ Πάτ# -ύΤί,τ φEATi +- s=;=*, etc.
hinc deducitur differentiando -
-* —%o/. Q) —— r i. _ _v '— w '- - -
##=-&+t*==;,+o=;-ts==;-&#7+ et*
atque hinc denuo differentiando -
•
• r a co'.©*— _z_ _ *—— —* • ! • •
_• • JEqô jii. φε- φ* (φ — tt)* ai=;--a=;---asii:;-* cte.
quae reducitur ad hanc formam: ti;i — ;i;, id quod egre
gie conuenit cum valore praecedente. , . . . . . -
* '.
VI. Sit fra&io propofita refoluenda =,…,
§. 46. Denominator ifte tang. Φ— fin. φ manifefto
euanefcit cafibus quibus φ= i r , denotante i omnes nu
meros integros tam pofitiuos quam negatiuos, vnde fra&iones
fimplices, quarum denominatores continent iftum * fa&orem
Φ- i τ , euadunt infiniti cafu ®= i τ , dum reliquae fra
• < - • . ^ .' &tiones
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&iones retinent valorem finitum. Haecque confideratio no
bis aperit nouam methodum, * omnes , fra&iones fimplices
inueftigandi. Pro quouis enim tali fa&ore euanefcente quae
ratur valor ipfius fra&ionis propofitae, qui cum fiat infini
tus, ei aequales effe debebunt ii feriei termini , qui eodem
cafu euadunt infiniti. Hanc ob rem ftatui oportebit φ-ir=a);
denotante a, angulum infinite paruum. Quo * fa&o fra&io
propofita fiet certa quaedam fun&io ipfiusTa) , quam fecun
dum eius dimenfiones, euolui conueniet. - - - - ';
§. 47. Hanc igitur ideam fequentes, duos cafus di
ftinguere debemus, prouti i fuerit numerus-vel par vel im
par, quoniam priore cafu fit fin, ® = fin. w, pofferiore ver®
cafu fit fin. Φ = — fin. ω , dum vtroque cafu manet -
tang. Φ = tang. aw.. . … ; tv. ' . ' 1 -
Sit igitur primo i numerus impar et erit cafu ®= i m.
- * . . -. • * .• ••
noftra fra&io ;:;:;;:;. Eft vero proxime tang aÆw+34"
et fin. w = w -£TVnde ifta fra&io fiet *' ' ' * '*
• " - , *****: ;, . . . '.- ''•* _ ' 3 : 9: ... **fi. t. , , … - .
.. ' I . . . - I . . _ _ I - -
- f , , - _ • 1 -+- — - • _• -- 4^ - ? x, ** ^ , n, -.
- * 1 --_- - 1 . - I. -• iä - • ' ' * '
' E*;AGE5=E. (*-* a *)
Haec iam expreffio.* fponte praebet, has , duas fra&iones
;- £, a) , vnde ob a = φ — i τ pro ifto fa&ore oritur
haec fraâio fimplex iis Hs, quia altera pars euanefcit. Quas
re fi nunc loco i ordine fcribamus : numeros impares, fe
quentem fra&ionum feriem adipifcemur: ' ' ' T '
- r * * —*. _.' - , . ■ … -• . •
• • πῦ=;-+-RJ£-+EJHj-*-:;;;:;-*-;t;*;:;-*- CtC.
· · · · · : …. * * * . ' . * ifi' ' ' -* * *
I, . . §. 48. Sit nunc etiam i numerus par, vnde fit
tang. ®= tang. a) et fin. ®= fin. g),' hinc fra&io noftra
erit, ;;;a£ta , vbi. fa&ta euolütione : primi termini w .
_ -.- R 3 - * fe ,
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fe tollunt, ita vt in hoc denominatore infima poteftas ip
fius a, futura fit α'. Atque ob hanc cauflam approxima
tionem vlterius continuari oportet quam cafu praecedente.
Hunc in finem loco tang. ω fcribamus #£, vt fraâio no
ßra fit ;-a-#-cart, Cum iam fit . .
*. fim. w cof. w = ; fin. 2 w , erit per feries
- fin. •= a) — : w + i, a' et
fin. 2 aJ = 2 a* — : ω*-+- í ú*
vnde totus denominator erit
- - +-; •'-; ω'=; a'(*-; ω ω)
numerator vero eft cof. w = 1 — ; a) w , vnde tota fra&io
noftra erit -fi; i:... - … - * '• - • ' • - -
-
I — £ w αω r — ; ω ω - - *: 1
• ^ - — - , • - • ' • > -
*;w*(1 —; ω ω)* ; ω' . ? , -
- *- •* - * .
• * - - - - z ' , ■ . - - -
hincque partes refùltantes erunt ;,-;;, quae ambae cafu
a) = o fiunt infinitae. Facile autém patet, fi approximatio
nemvlterius extendiffemus, in fequenti termino litteram w
iam in numeratorem tranfituram fuiffe. Scribatur igitur
q) — i r loco ω, et partes ex hoc, fa&ore denominatoris
oriundae erunt ;;-:;;-;sit;;, vnde loco i fucceffiue om
nes numeros pares fcribendo i(ta prodibit (èries geminata:
* • i ' ? - ■_ * * , • * * , * * •' :
#-+ä-äy*;£#;+E+E*άεῖ.+ä-ä;i + etc.
]
- r - t -—I - r. - ■ - €tC
5$TEETAETEGETTE -
. . . §. 49. Iungamus igitur has feries ex vtroque cäft1
dedu&as et fra&io' propofita ÊÊÊÊ refolui reperitur
in ternas feries fequerites :
- _ -
.'• - — * * * • • • • 1 I ^,
-
- -
'-*: ) rss ( $&-
, ^ . •, , G . . f . .f t - . . r [-1— t - , •
! • •• 5Q==;*;ę,+ATE 3 τ)+£#j* 2( -s tr} -#- et£ -
• _• *. i i etc. … , ')
■ r. - - • r - - - t - —
... .: - ;jTZETZETTETRET
+ ii-tá-#■+q√-Fû=#μ+3;=;*-+ etc- .
- ' ^, , ; - ', : , , -- 1 - - <. . . , '
§. so. Qnilibet hic facile fentiet, . iftara methodum
non parum antecellere illi , qua ante vfi fùmus , . quando
quidem hoc modo ftatimĘ ex quolibet denomina
toris fa&ore oriündas na&i fümtis, neque opus fuerat ea
rum numeratorés per litteras indefinitas defignare. Praeterea
etiam hac rationé non opus erat. follicite inquirere, quoties
finguli fa&ores fimplices in denominatore contineantur, fi
quidem noftra methodus hoc fponte declarat, …-• •-• • T • T r
- ,
-,; •^ r • . . . . , - - , •
§. 5 I. In huiusmodi autem feriebus generalibus;
vbi quorundam terminorum denominatores certo Gafu eua
nefcunt ideoque hi termini in infinitum excrefcunt, quaeri
folet, <his terminis fublatis, quanta futura. fit fumma reliquo
rum terminorum. Ita pro- cafu quo i eft numerijs, imi
par, terminus asit, fit infinitus cafù φ= i τ. Hoc igitur
termino deleto quaeritur, quanta futura- fit fumma,reliquo
rum terminorum cafu ®= i r. Ad hanc quaeftionem fol
vendam ponatur φ — i 7 = w, atque ex §47 patet fore
- * ; , '. ', - " * • r _ * * * . . . -• • • • * I - • * • -
;— , av=;i;:;-*-R^- -*- -*• * ' **i * , ^f
, vbi R comple&itur omnes reliquos terminos, quorum fùm
ma defideratur cafu ®= i mr: Transferatur igitur terminus
ait;=;, in alteram partem ac ftatim elucet, fore
.s. R =— j, w = o ob w P e , -- --- - - - ' -- ---
fùmmâ.” omnium reliquo
- • - - • • • •• .
ita vt omiffo terming illo, infinito. r …
- • • * ••- - * re, ' _. ? : • • 1 i£. ff i Ii.fII' £I; II;
rum cafü q)= i r femper fit c.*' *' , "j' ? -
- - .- T*T*T * r, •a : … ...; " §. 3*.
* *-
- -&#3 ) r36 ( 3£
• * '
§. 52. . Quando autem i eft numerus par, eadem
conclufio. locum habebit, ad quod oftendendum neceffe eft
approximationem adhibitam vlterius* continúare. Tum au
tem erit numerator - – – – , . . . *. -
cof. a) = 1 — : a) ω -+- j, w'; · ·
pro denominatore vero – – – – – – –
fin. a) = a) — ; αω* —+- ,;-, aJ* - * s a/' et. - …
fin. 2 w = 2 a —: a)'+ $ a/'-;; ω', …
vnde fit ipfe denominator – – – – -
: a)* — ; ω*+ j. w = : * (r -; a) ω+ £. a)'); -
hinc fa&or pofterior in numeratorem translatus praebet :
I + ; ω ω+ ; aJ* . · · · · · · · · ·
hincque tota fra&io. iam erit . . . , , ' .
… :=: o •- & ex s * '
- EayT
- , ' '•
quae aequari debet toti fèriei pofito ® = i rr, hoc eft ter
•.•. minis inuentis ÜEiFj - TET#;ii;, cum omnibus reliquis R, vnde
elicitur. R =— ;';; ω = o ; vnde * patet etiam his' cafibus
fummam omnium reliquorum effe = o.
- * •• , -
' §. 53. , Quod fi ergo fumamus φ == o et termi
***.
nos in infinitum excrefcentes ;«leleamus,. termini remanentes
- , * - - - - •.'
erunt . . * • . · · · ·
I. . . … 3--++ -*-*-+ + —— * 4- —£- --£-'*^'**
- — *-*-+-*-*- --- --- -+- … *-**-— -+- —— -' CtC;- - * .
&: , - - - - , • -5 •r 2* - 6 π ;•• «* ... r. io * - '. - j
* ■ m. r- • τ - i . • • • •..-.
- *.- _- *-— --_• • •• - -- "
+#-#-+-ii-i;+ ;;;-:;;-+ etc. :
-—*— - —— —* -J-'…* -— *, a * • • • *_ - -
8 πr3 s nr3 - 64, ars 64 tr3. • au6 r3 -H- 2 i6 ;,- AetC.
*f**J . ■-'*:f: i.
:• • -••?'. i. . J . }•''** * *. 01i1**ff. «.. - • *_ * • * • **. • -
vbi omnés termini'manifefèó'fé'tollunt, id qüod etiam om
- - - .• •'* Tii .•' • -i , - * *. . * .* ' ' ' "
nibus reliquis cafibus, quibüs ponitur '® = i qr, contingit.
§. 54.
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§. 54. Sin autem binos terminos contiguos con
traxiffemus, hae feries prodiiffent :
—- ' ® - * φ 9—i— ®. *—— *
;5* óóï## όφ*##* TT*£# ὐτ*##-+q√ €tC.
2 _u_4 ® T ®—+- s. . τ τ) ® ( © ®—— 3. 16 τ ττ) __ 4 ®(®®-+- *. s6 Tt τ) -
+++*##**##*-+*#£##;;***##**##*-+ etc.
quarum ferierum fumma eft t**ta, Quod fi nunc hic
ponamus φ'= o, fiue φ = a), quoniam omnes termini funt
diuifibiles per ® = o, eorumque autem fumma inuenta eft
— ', aw, fi vtrinque per ω diuidamus , fumma erit =— ;;;
ipfae autem feries euadent
— „;-+- -H. — =: -t- ;5; — ;;-;-;-- etc., nr tr 4 Τ Τ 9 tt 1r 1 6 Trrr
— — *: *— — —*—*— — —*-*— — —i-*— —(; TT Tr)s (16 Tt Tt )* ( s6 τ τ)* (64 τ τ)* CtC.
• r §. 55. … Mutatis igitur fignis et redu&is terminis ad
formam fimpliciffimam impetrabimus hanc fummationem :
¥',-— - '.( I — ; -i- ; — & -H # - # -+- etc.)
-+-ai, (1 -+-+-+-;--;:;-*-;.-+-;,-+- etc.)
Notum autem eft effe - •
1 — ; -+-; — „. -+- ', etc. = {F et ' ' '
• ' ■"' r r. i 1 — tf*
I --;--;--;--;--;.— 3; -
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DE TRANSFORMATIONE
S. E R I E R V M
I N F R A C T I O N E S C O N T I N V A S ;
vgI SIMVL HAEC THEORIA NON MEDIOCRITER AMPLIFI
CATVR.
§. I.






ac primo quaeramus fra&iones fimplices, quae continuo pro
pius ad valorem ipfius s accedant, quas ita formemus vt fit
^ — • B — *• C — -
i = a; §= a -+- i; ;-= a -+- 1 ;
b -+- I - ; * .
C )




Harum igitur fra&ionum vltima verum valorem fra&ionis
*' - CQI1
•*&3 ) *$9 ( §3
continrae propofitae exprimet. Hinc igittir ftatim patet fore
-A — 3 B. _+b-+- i C —, ab c-*- a -+- c
£T — i » $ — -ET • Q. — -EL, T- »
emadmodum autem hae fra&iones vlterius progrediantur
fequenti modo' inquiramus.
§. 2. Euidens hic eft , ex fra&ione prima fècun
dam oriri, fi loco a fcribatur a + 1 ; fimilique modo ex
fb
{ecunda oriri tertiam, fi loco b foribatur b + * ; ex tertia
- C
vero quartam, fi loco c fcribatur c + r; et ita porro. Hinc
ET
ergo, fi indefinite fra&io # formata fit ex indicibus a,b,c,d.. p
binaeque fequentes ponantur § et §, quae refpondeant indi
cibus a, b, c, d,.... q et a, b, c, d, e, ....r, manifeftum eft,
ex fra&ione £- reperiri fequentem §, fi loco p fcribatur,
*} • - * * T • • -* - 2- •
p + 1 ; ex hac vero $ oriri fequentem § , fi loco q fcri
batur q -+- 1. Nunc vero facile patet, in fra&ione § tam
TF , •
numeratorem P. quam, denominatorem %. i omnes litteras
a, b, c, d, . . . . p ita, inuoluere , vt nulla earum vltra primam
dimenfionem exfurgat. Si enim omnes indices a, b, c, d, e,
vt inaequales fpe&entur, nullius quadratum vel altior po-.
teftas ysquam occurrere poterit. -
. *
§. 3. Quamobrem tam in P quam in 3 duplicis
generis occurrent termini, dum alii indicem p plane non
continent, alii vero eum tanquam fa&orem inuoluunt; vnde
- S 2 Inu[mC•
-^
•»&$3 ) 14o ( %%•
numerator P huiusmodi habebit formam: * M -+- N p, fimi
lique modo denominator % hanc : 5)? —- % p , ita vt fit
- N * • • ' -
P.=;£§£, In hac igitur forma loco p fcribamus p. -+- :
vt obtineamus fra&ionem §, quae ergo, poftquam fupra
et infra per q multiplicauerimus , erit
9.— M o -+ N p 1 + N— N + {V -+- N ?) 4.
· · 5- §ìTE ΣΥ ΒqIj Ty - WT($ -j-TYFT;
Nunc vt hinc fequentem fra&ionem § obtineamus, loco q
fcribamus q -+- I, et poftquam fupra et infra per r multi
TÆT
plicauerimus orietur - - · · · ·
— N r -+- IM -+- N P) 4 r -+- M -+- N pS. FAEÜ -,- S p) q r + E TP » fiue . •
_ M —#- N p -+- ( N -+- M 4 -+- N P. q) r. - • . *
— S) £T5ATIA- (%) —- $) q-+- % p q) r *
Cum igitur fit P = M+ N p , Q=N-+-(M -- Np.) q,
erit R= P + Q r. Simili modo cum fit %= SY-+- $• p.
et £) = £?= (J. —— $. p) q erit % — % +— © r. Sicque
patet, quomodo quaelibet noftrarum fimplicium fra&ionum
ex binis praecedentibus facile formari poffit,
1. -}- - - - -
*.
:
. §. 4. Ecce igitur demonftrationem fàtis planam et
dilucidam regulae notiffimae pro conuerfione fra&ionis con
tinuae. in: fra&iones fimplices, vbi tam numeratores quam
denominatores fecundum eandem legem ex binis praeceden
tibus formantur. . Cum igitur pro ambabus primis fra&io
nibus fit A = a, % = I, tum vero B:= a 6-4— 1 et • 3— b,
ex his duabus fra&ionibus fequentes omnes facili negotio
formari poterunt. Quod quo clarius appareat fingulis in
dicibus a, b, c, d, e etc. fra&iones refpondentes ordine fub
fcribamus
- - - ę
· ·
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a b ę d e f 3. . . . . . i£
A. B. C D E ... R G. •. - - - v. - - - , ' .
% - - $5 . J - 75 @ … § Tó -- < ' ': - - - ' )
ac tam numeratores quam denominatores fecundum eandem
í ex binis praecedentibus fequenti ' modo determina
llIltll! - * * * _ - - • ; -
, * * * L . t ' , , * *
Pro numeratoribüs- . 1 : Pro denominatoribus ... .
A — 6 · · · 9( —–r
B —A b -+- 1 *• : : %5 — 6 '. . . . . . '. 'J /
.^ ' C = B c -+- A. '* : I ® = %ö c -+- % . .
• D = C d-+- B - - £= € d -+-3 , . .
E = D e -+- C . . . . | & = ® e -i- € ' .
F = Ef—— D ' I § = €f-- ® . · ``.
etc. etc. . • • .*
Vnde perfpicuum eft , in ferie numeratorum terminum pri
mo anteriorem ex lege progreffionis effe debere = 1, in fe
rie autem denominatorum* terminum primo anteriorem effè
debere = o , ita vt fra&io primam praecedens fit -;. :
*• • • • • ' ' '..' ' ' … , • ftri-:- I s . .… .: j: : ..
§. 5. Quoniam per fe fàtis eft perfpicuum , has
fra&iones £ , â– §, 3, etc. continuo propius ad veritatem
accedere, ac tandem verum valorem fraâionis continuae ex
haurire, neceffe eft vt differentiae inter harum fra&ionum
binas proximas continuo fiant minores, quámobrem has dif;
ferentias ordine euolüamus: * Primo igitur habebimus
- ._ B9M —A% • * - .
II — I — $I$T *
Mam hic loco B et 3 valores ex tabula fubftituantur ac
prodibit numerator A % b+ %— A b, quae forma ob %= 1
abit in í , ita vt fit § — § = ;;. Porro erit
£! $3*
S 3 III
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- - C£8 —BG - '. - ¥ __III II -$Ί- - •, *. • • . •.
cuius numerator, fi loco C et € valores -affigaati ' fcribam
£ury praebet , ,: --- s ; ' r;:r, … ,° . * * * * 1 -
$XB £-+A)—B (8 c +w)= A£ —B%. -
Modo autem vidimus effe B % — A 3 = r , vnde ifte mu
merator erit =-* ideoque § -3, — -;- Porro eft
Iv — III= pg;? - - -
vbi, fi loco D et ® valores affignati fcribantur, erit
€D—C£)=£(Cd+B)—C(€d+3)=B€—C$.
Modo autem vidimus effe C £8 — B € E — r, -vnde conclu
É 5— â =-*- &s, Simili modo reperietur pro fequen
t1DllS
- -
— . f . 'E — • ^-~
=- £e 3 £--à =-+- ggj etc. * *-ê â
$. 6. Hinc igitur fingulas noftras fra&iones ex fola
prima &-= a , et fra&ionibus folas litteras. germanicas in
voluentibus definire poterimus, quandoquidem habebimus
§ = a -+- sis- ss '
§= a+ & - &* -+- *is *
á = a -+- sis- §e-*- &5- £e •
# = a -+- ga, — sv -+- &s- ££ -+- ga ,
••£33 ) I 43 ( $&%•
§. 7. Cum igitur harum fra&ionum vitima, feu in
finitefima, verum valorem fra&ionis contimuae propofitae,
quem defignamus littera s , exhibeat , ' erit -
s = a -+- sis-*-+- &5 — £a-- &a- at, -{- etc.
ficque fra&ionem continuam reduximus, ad fèriem infinitam
fra&ionum , quarum omnes numerateres funt alternatim+ x.
et — 1 , denominatores vero per folas litteras germanicas
determinantur, ita vt non opus, fit valores litterarum A, B,
C, euoluere, fed fufficiat fequentes formulas expediuiffe: . .
= 1; 8= b, €=8c+%; ©=€d4-8; &=®e-* €; etc.
§. 8. Cum igitur vtraque expreffio incipiat a quan
titate a, ea prorfus ex calculo egredietur, quoniam litterae
germanicae ab ea prorfus non pendent ; vnde quae ha&e-
nus inuenimus huc redeunt, vt proppfita fra&ione continua
s — I * -
b -f- 1
• * ,* TET1 - . -
d -+- etc. fi ex eius indicibus b, c,
di, e, etc. definiantur litterae germanicae, vbi quidem continuo
eß %= 1, femper futurum fit - -
*
»
s = 55 — ** + *5- $e + etc. - - . ' .
quae progreffio in infinitum progreditur , fi fra&io continua.
in infinitum extendatur, contra vero finito terminorum, nu
mero conftabit. `· · . -
- - ; •
* _•
§. 9. Cum igitur hoc modo fra&ionem, continuamr
in feriem' ordinariam transformauerimus, haud difficile erit,
feriem quamcunque propofitam in fra&ionem, continuam con
vertere. Propofita igitur fit ifta feries infinita :
- S …
æ -
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s =: — §-i- 5, — § -+- etc.
cuius quidem numeratores omnes fint vnitates figno -{- et
— alternatim affe&ae , denominatores vero ^progreffionem
quamcunque conftituant , quod tamen non obftat , quo mi
nus omnes plane feries in hac forma contineantur, fiquidem
termini feriei &, ß, y, 8 non folum numeri fra&ti, fed etiam
negatiui euadere poffunt, , ^ • j ' ' , ! '.-'- • i
, • ' •*• ' ' . '> . . ...
« §. 1o. Quo igitur fra&ionem continuam ifti fèriei
aequalem eruamus , primo faciamus ?{%-&,'?8€— ß, €©=y,
et ita porro, vnde ob %= 1 fequentes nancifcemur valores:
£8-— az ; €=? ; . .
$—33 ; .— 8 § ;
- g » ^y ?
§=534*; &-?;;
— g s » I£,
— a ^y £ M . - •
=%?; $=£££;
€tC. CtC.
Nunc igitur tantum fupereft, vt ex his valoribus litterarum
germanicarum, ipfos indices b, c, d, e fra&tionis continuae
eliciamus. ' < 'o . .'
§. 1 1. Fx formulis autem, quibus fupra litterae?
germanicae per indices fra&ionis continuae funt determinatae
viciffim ex his litteris ipfos indices b, c, d, e, f etc., defi
niamus, ac reperiemus ' … , ,
b=28, c=°-;*., d=?;*, e=e;s, f=$A, etc.
Hos igitur valores ordine euoluamus, dum loco litterarum
8, €, 3), etc. formulas ante inuentas fubftituemus. ,
§. 12. Primo autem erat %= &, vnde fit b = a ;
deinde eft - *. - -
€
-.
••&££ ) 145 ( §#3*•
€ — %=£=*, vnde fit c = £*.
Porro erit -
- * £o- ® = £*#?, vnde fit d= *?5°.
Deinde habebimus -
Q: G. ---A7- hincque ê – TaTaT77*
Simili modo ob
_* - --. £ -8} - '—-& 2? “y(£-89 -
Eodem modo ob - - -
_ & — 8***-* erit g — ®£ ■ 83— r?
g% — £=&;i* erit £ = #£#
etc. , J . * * *
Hac igitur ratione indices fra&ienis cóntinuae, quam quac*
rimus, fequenti modo erunt expreffi: -
- — 3- a.
b = & — ;-;-
— αα(V-3) .— 33(5-?) •
— Tg g ~ Taa, y^y
._ a a'y y (£-5) _£38 § (3-4)
f=**#*; ~ a. 2*y*yge
h — **334*{"731 ss. ;— 3333333=3}
— -g g 3 & <z- - - - & a v γ ε s Mn
- - - CtC. etC.
, ., . . . r* f ,, *, • I ^ : • . . . . , - ; • *
re. ' §. *s. o, tantum igitur opus eft vt ifti valores
loco indicum b, c, d, e, f etc. in fra&ione continua :
S … I ••
b -+- r
c -+- r
- - - ATetc. fubftitnamus ; quoniam vero
ifti valores fùnt fra&i, quo facilius formam a fra&ionibus
partialibus liberemus , primum ex valoribus inuentis deno
minatores tollamus eritque
Euleri Op. Anal. Tom. II. 'T 6=az
•»£5? ) Y 46 ( $$e-
b = & . . . & & c = 8 — &-* ' ° . .
3 3 d = α & (y — 3), . & & y y e = ß ß (8-9) .
3 3 3 3 f= & & y y (£ — è, & α γ γ ε e g = B 3 3 3(?— 8 )
ßß883<h= & &yy & 8(1-3), & & yy ε ε η η i= 333333(6-7)
CtC, ' • • * . . . . etc. ° ' ' '
{;-• • . ; .'*~
§. 14. .Nunc ipfàm fra&ionem continuam ita trans
formemus, vt, loco indicum eaedem formulae occurrant, qua
rum valores hic affignauimus, Secundam fcilicet fra&ionem
multiplicemus fupra, et infra per cz az, tertiam per ' 8 8,
quartam per cz cz y y , quintam per ß ß 8 8 , fextam per
a&yyεε, etc. vt prodeat. ifta forma : - -
S _ I '* "^ . .
b+&a: - * - • > ,
azo-*&«£ß_. -_ - _ . - -
ßßd+ααβßyy ____ . . . . T.
agyye+aaßßyy23— - '.
; Aß88f+ etc. . . . . . … á
.'.. «» ----)
§. 15. Quod fi iam •loco horum nouorum indicum
azazc, p gd, &c. jy e etc. valores fupra, inuentos fubftitua




- v . • . . ; . t
-
-
3– I - …
g-E??
Ã-3E&EBE
^* ' r" ; & cz(y—ß)+& &ßßyy
' • ' ' ' 683-)+aaB£yy®
, • • czczyy(e-8)+ etc
· · · V. - . Quod
'•*££3 ). 147* ( $*- i
Quod fi hanc formam attentius confideremus, deprehendi
müs, tertiam fra&ionem fupra et infra deprimi poffe per
czcz , tum vero quartam per ßß, quintam per y y, fextam
per δ δ etc. quo fa&o orietur haec fra&io continua :
**,
S r I *, '.' * ' ' ' , ... • . . ° i .
α-+ α α__ - - - - , , , , ' - ' - '
3-a Fßß | . .
'y-ß+?)__ -
•' '. 8- y -+- 8 8 .
Ts-3TFetc. ' ;
Hinc igitur. ftabiliamus fequens - , , ; ' — ' . ,
•-• ' ' * --* s * * * *
'Theorema I. ' ' . .
• • . §. 1 6. Si propofita fuerit talis feries. infinita :
* • s = 4- § --,— § + ; — etc., :
ex ea femper formari poterit talis fraâio continua :
- u ' -• . • • * • •
%= &-i- &α__ T.
s. . . s .» £-&+ ßß ' - (. . . r:.. : : :
- * ; . . . y- 3+yy __ -





' §. 1 7. Hanc igitur redu&ioncm per plures amba
ges ex confideratione fra&ionis . continuae , elicuimus, quo
quidem propofito noftro , fàtisfecimus, quandoquidem fe
riem quamcunque in fra&ionem continuam transformauimus.
Verum hic merito defideratur* methodus dire&ta, qua imme
diate ex ferie propofita fine illis ambagibus fra&io continua*
illi aequalis deriuari poflit. Talem igitur methodum, quip
- T 2 pe
•: . . • - *-
•33 ) 148. ( ££•
per qua Theoria fra&ionum continuarum nòn – mediocriter
illuftrabitur , hic fum expofiturus. -
-:--- ---
Problema. ' o ' : ; * t
Π §. 1 8. Propofitam feriem infinitam ' I. .
s = ; — § -+- 5 — § -i— ; — etc. -s
in fraäionem continuam transformare, , , ,
- Solutio.
Cum fit
s = ; — §-- 5 - § -+- ;- etc., ftatuamus . . . . .,. i
t = +- §- 3 -+- § — ; -- etc. et
w = 3, — §-+- ; - £ -+- etc. * *
Hinc ergo erit s=;—t="=*!,.vnde fit ;=. £.—& ££ s t
. 1 — α t i - a te
Eft autem a & t _ & & , vnde fit ;=&+aaz. simili ergo
I-at -Iz-FF —á-FF ^
?T • • • … £T
modo erit etiam ;=ß+ 33_ et #=?+ yy_ etc. quibus
—A-+■ . . —yEET°
." '- 14'. 1)T
valoribus fubftitutis obtinebitur fequens fra&io continua:
;=a+&a. - · · ·
{ 8-a F53 _
y-A +yy _
8—^y-+- etc.
Quae eft ipfà forma in theoremate exhibita.
*£§ ), f£9; (. $£*
§. 19. Quod fi ergo feries prop6fita fit
s … I -- ; —H § — ; -+-;-;-- etc. =1 2, ob
cz = I, 3 = 2 , y = 3, 8= 4, etc. erit
-J^- - \ ,
i— — I -{- I. I
- I* *, -* J 2--- i .? ——-—--- - r . *. · · ·
- • * * * * * * *- • • * - . I. - .*• • -v • • * ; ■..*. * - * : • -.
I —#— 2. ' 2 {, '• , . * -- *-
- 1 • - • v! -*
I —H 3. 3
{1 i *. ' I. - • * * * • • - • -*- * erit, ') I. f.: ..., „: 1 + etc. . . ;^ - - T.
' sin autem affumamus hanc feriem:, , , , , , … .
, -, s = 1 — ; -+-;-;-*- #- etc. = £ , ob ;
-i ,. .. a= 1, 8— 3, y = 5, 3= 7 , etc. erit': : …
# = 1 -+- r.. r* . f . 210 • • • i - - \ - ' ' •
3-F3T3 -
*-*- 5. 5 . • • • • T
, 2'-+- etc. ?
quae eft ipfà fra&io continuas olim a Brounchero prolata.*
a , *•
» *• £,
- - ; * • ■ t ■ r • - • ; •. i ; m— 1 4 — ' .^.' : *T •-…
§. 26. * súmäiiiüs s=/*#* ,- e£ poß integra2
tionem ftatuamus x = 1 , quo fa&o välör. ipfiüs s per
fequentem feriem exprimetur: a T - *
— ' — τ --- -* — — • * •^'
$ - #T #IT. ITÆTAE ;-;H; -+- €tC,
ita vt fit
&= m, 8— m-+-n, p=*-+- 2 m, 8— m-+- s *, etc.
hinc ergo fèquens fra&io continua emerget : ' ' '
-* - • • - * f. . * * *
T 3 §=*
.'*




71 —H etC. •
- t - .
quem valorem iam XI Tom. Comentar. Vet. noftrae Aca





§. 21. Sin autem propofita fit ifta feries :
s =;-+-§-+-+-+-*-+-*-+- etc. * * * • •
cuius omnes termini fint- pofitiui , tantum opus eft vt in
fuperiore fra&ione continua loco litterarum ß, 8, 3, 6, fcri




*=a -+- az az * —
—ß-a-+£ß__
• %+ß+yy
,, — 8— y-+- 88
8 + δ+ etc. 4.
quae fra&io facile transmutatur in hanc formam : .
, , *=α-αα _ -
- 3+y-yy_ _ ' ' ' '
- fy-+8— etc. , . . - *
* * §. 22. Pluribus autem , modis ipfâ feries propofita
transformari poteft , vnde .continuo, aliae atque aliae fra&io
nes continuae eliciuntur. Nonnullas igitur huiusmodi 'for
mas hic perpendamus. Sit ergo
a = a b , ß = b c, y = c d, 8 = d e etc.
-&£ y 161 ( **-
Vt habeatur ifta feries : -
. , , ,. s =;; - ;';--:-;',-+- etc. -
hincque formabitur ifta fra&io continua:
{=ab+aabb — ' -




quäe facile reducitur ad formam fequentem : - • •
£= ab-+ aab
• • . • ' 3Ca-jTE
7I5TET
e- c-i- etc. -
fiue . -'. *
H;=6+ab -
c-a-+bc
d— b+ etc. * \
\
quae forma nobis fuppeditat fequens theorema :
-* .• • • , . . . - - -
Theorema II.
§. 2g. Si propofita fuerit feries huius formae:
s= £— ;.-- ;'a — ;-*- ;';- etc.
ex ea fequens oritur fraäio continua;
j,=b+ ab _ * *
e- a+bc . . . *
'd-6--cd __ -
. • • e-c-+de
fTTET
§. 24
-£3 ) 13* ( 3*-
§. 24. Haec forma, etfi facile ex praecedente de
riuatur, ideo eft notatu digna, quod fra&ionem continuam
formae maxime diuerfae praebeat, vnde operae pretium
erit exempla fupra aJlata etiam ad hanc formam accommor
dare. Cum igitur fuerit w
1 2 = 1 — ; —— i — % + ; — * -+- etc, , erit
1 2 — 1 =— -+-;-:--;-;-+- etc.
et his feriebus addendis oritur
2 / 2 — # = -f-;:;- ;:;-*- ;; - ;;=-;,- etc.
Hic ergo eft
- -
s = 2 1 2 — 1 et a= 1, b = 2, c = 3, d= 4, etc.






;t=;= 2 -+ f. 2
2—H2. 3* • .
2 -f- 3. 4 :
2 --T€g.
. 2 s. Simili moäo quia eß , . . . . . . . .,
= 1 —#-+-;-;--;— etc. erit
— 1 =— ;--;-;-+-;— i, — etc.
quarum ferierum fümma dat . . '-
•r — * • * — - 3 -




— — -——-—-————— -t*-•_ * - .
._ _ -;-- …; ;*;-+- etc. -3 £
Hic igitur erit s=?—;; tum vero . . • .
a= 1 , b= 3 , c= 5; d= 7 etc. '
quare fra&io continua hinc ngta erit -
==;
*. - - - v.
+
-&$£ ) 153 '(• $*&*.
*•• • · · ·· · · · · * * * ' . . .
i.- • -*- .. - - * * * * ;
*- £t;= 3-+- f. 3 ' * * * '*'* * *
-• • • — '-- * — - — * • —
4.-+- 3. 5 - - 3 T , T. ' ., .
4—1— 5. 7 • , • . . r:, t . . …:ii:i




.• • * * .. - • • •
- - - < • - - i
# - ' - - - - • * ,
§. a6. Generalius nunc etiam hanc transformationem
contemplemur. Denotet igitur A valorem formulae integralis
/*"— ' d x; fi • - - * . V.
ATTI?T° pofito poft integrationem x= 1 , et cum fit vt
fupra § 2o. vidimus - , , -*
— I' - r • r - - -
= #— ;-;:;--;-;=; — etc. erit
- -i- •_• - r . i - r
m — ##7 *- i-iE ===== -t- etc. ' ; --- 7
quibus feriebus additis fit -
— * — —*—— tra ■ -
2 A 775 - T(mI-,-m ) [HIEíTE*{EíTEE etC.
hinc diuidendo per n erit * ,
am A- ' ——t— — r. t -
*m ?T - T(m -+- n) (tn-i- m) (m —!--2 m) —H (m -+- 2 m)(m-*- s m) €tC,
Hic igitur habemus s = *AF , tum vero
a—m, b=m+n, c=m+a m, d=m-+3n etc.
quocirca fra&io continua hinc formata erit
sit;=m + m-+m(m+*) -
- 37E(m +n)(m + 2 n) ' ••
am-{-(m-- 2 n)(m+3 n)
2 m -(m+ 3 n)(m-+4n)_
- 2 M. —H etC.
quae forma praecedenti fimplicitate nihil cedit.
7 Euleri Op. Anal. Tom. II. V. §. 2*.
•&£ ) 154 ( ***-
§. 27. Tribuamus nunc etiam fèriei initio affumtae
3 — §-i- 5 — §-4- etc.
numeratores quoscunque, fitque
s =3 — §-+- 5 -%--- CtC.
*tque in Theoremate primo loco litterarum a, ß, y, 8, etc.
fcribi oportet $, %, %, %-, etc, quo faéto fra&io continua
ita, fe habebit : -
4— £_ _g_ a: &
*- G q £
lam ad fra&iones tollendas prima fra&io fupra et infa
multiplicetur per ab, fecundâ per & c, tertia per c a, et ea





Hinc igitur formetur fequens
Theorema IHI. -
§. 28. Si propoßta fuerit feries infinita huiusformae
o. ò
1— — — •_ £ . . d
*=; — j -+-;-;--- ete.
** ea formabitur /èquens fraéîio continua:
; >-
•££ } fss ( $&&•
4::=&+&ab .
a 8-ba-Facßß___ • •
by-*3+bdyy__
* • • c 8—dy+Tetc.
§. 29. Ad hoe illuftrandum propofita fit haec fèries:
... :-:-:-:-:-+-;— etc. =;, * -
ita vt fit s =;; fra&io ergo continua hinc orta er
• /
2= 1 +2 __ - < .. : 'T)
0*3. 4 __ - - • •
O+ 8. 9 _ - - - -
o+ 1 5. 1 6 · · · · -
- O-+ ërc. -- --- - - - - - - <-. l
quae forma reducitur ad iftud produ&um infinitum:
- } . i?. a. 4. s?. 4. 5. $*. &. s. /*. efc.2 I 2. I *• a. 4. :*. 4, -
1. s. 2*. s. s. •*. s. ?. 6*. 7• 9• •*etc.
cuius veritas non facile perfpicitur, quoniam numeri fa&o-
rum in numeratore : et , denominatore non aequales ftatui
peffunt, etiamfi ambo fint, infiniti. Nullum vero dubium
effe poteft , quin valor iftius produ&i fit = 1.
v.
§. 3o. Confideremus nunc iftam feriem:
s = ;-;-+-;-;-+-;— etc. *
cuius fumma eft s= l 2 — ;. Quia igitur eft
a= 1 , b=2, c= 3, d=4 , etc.
&=2, 8=3, y=4, 8= 5 , etc.
fra&io continua hinc náta erit
V 2 - 1a
•&#3 ) 156 C $#&•
Y • .
TAE=*+*. a. •* _ . . .
II- I + I. 3. 3*
I. I ' , , -*-+ a. 4. £ .
* • — ** 3. 5. 5" . .
i . - 1 -+- etc.
§. 31. Quod fi autem hanc accipiamus feriem:
s = £ — i--;--;--; — etc.
Cuius valor eft ; —— 1 2 , habebimus
a=2, b= 3, c =4, d= s , etc.
αΈ 1 , 8= 2 , y= 3, 8=4, etc.
hinc ergo orietur haec fra&io continua:
2
ËT;= 1 + x. 3. *' . - .
• * -+- 2. 4. 3* __
- … . . . . r^ 1.--3. 5. 3* -
i.**. ' . . . • r • • ; ., n.: * I -H4. 6. 4* '
* o ' ; * . : * -+- etc.
fiue • •
;Tît;= I —H r*. *—





•- . 3 –
•»$3 •) 157 ( $3*•
s =;- *#-+-; & +- etc.
in fraâionem continuam transformare. •
Solutio.
§. 32. Confiderentur fequentes feries ex prepofita
ferie formatae:
a^3 -
t = # -*-+-; £ -+- etc., porro
u = #. — j*-+- £ —£ -+- etc.
- ' ^^3 -
v = -; — #-+- £ — *;-+- etc., eritque
s = §. — t x = *(#*1}, vnde fit
- = — • - α α β, ._ , & & -
# = -;-;i = a -+- , EZ,= α - £ -+ I.
t;
fimili autem modo. £rit ,
£X; 3 ß *
7 = £ -+- — 33T.
7 - -
Hi ergo valores fi omnes ordine fubftituantur, orietur ifta
fra&io continua: ,
£-—= & + czczx
3Egy-F333 •
* « ' y-ß*+?y* _ _ , .
.'..' . . . . 8—^yx+ etc. - '
^ ; v s §. 33
•4*8 ) 1 s8 ( 3*4- a.
§. 33. Quod fi hic vbique loco * fcribamus j- ,
vt habeamus hanc feriem:
s=i;-;-+.§, —£ + etc.











§. 34- Si propofita fuerit huiusmodi fèries infinita:
s=i;— §; + ;,-;.-+- erc.
ex ea formari poterit iffa fraâio continua :
j-=azy-+& czx y -
£#-«*-+3ßx9._
*#-8*+yyxy__
- 8y-^yx+88xy — -^
E7-33FG
§. 35. Cum fit * a
ę — x — * * scs , gc* ,
1(1 +;)=;-;;-+;;-:;;-- etc.
pofito
•&£ ) , sy. ( §&-
pofito s = 1(1 +;) erit -
a= 1 , 3= 2, y= 3 , 3= 4 , etc.
hincque nafcetur ifta fra&io continua :
£X;
ZITE5= #-+- * * *
+;) —
- 2 y-x-+4 x y -_-
3 g- 2 x+ 9x y
- 497- 3 x -+- etc.
§. 36. Cum arcus cuius tangens t hac fèrie, expri
jy3tur : -
- f* . , ■* _ . f? , 19 •
A. tang. t= t— ;-!-!;- #-+£ — etc. erit
— fl — t* -!-!* — *
t A tang. t =!-£-+-!;-£ + ete.
Nunc ponarur t t =;, ita vt fit t= V;, fietque
ac i/ ac — ae ac • 3*_ _ **
- V£- A tang. V £ =5-£;+ £,-;;. + etc.
Hiac ergo eâ s = V §. A tang. V ;, tum vero
a. — * , 8= 3 , y = 5, 8 = 7 , etc. , .
quare fra&io continna hinc mata erit





7y— 5 x+ etc.
Veluti fi faerit x= 1 et y = 3, ob A tang. £=?, habe
- V &
bitur ifta fra&io continua : /
6Y3
*£== 3+ 1. 3 •*
8 -+- 3. 9 -
I 2+ 3. 25
I 6-1- etc.
§. 37. Quod fi in cafu Theorematis foco littera
rum &, ß, y, 8, Tetc. fcribamus fra&iones
5
-: » §. ?-, t- » €tC.
vt habeamus hanc feriem :
— 9* — 5 x * c x* _ d z*
s =# - #;-+;5-£ + etc.
fra&io continua hinc formata ita fe habebit:
#=£y+ cz&x y: aa
£#-+x+33xy; 6b
- 3y-+x+yyx y: cc
- $-g-%-x-+- etc.
Hic iam primo vtrinque multiplicetur per a, deinde primae
fra&ionis numerator et denominator multiplicentur per a b,
fecundae per b c, tertiae per c d, etc. et fraétio continua
hanc induet formam :
%*=&y-+- czazbx y
a/3y- czbx -f-33aGxy
b yy— c 3 x-+-y^ybdx y -
c 8y-dyx-+- etc.
vnde operae pretium erit fequens apponere - -
Theo
•& ) τότ ( $&•
_ _ Theorema V. , . ,
§. 38. Si propofita fúerit feries infinita huius formae:
JS - ;;-;:;-*-#-#-+- etc.
555 *, ,.-* , ,. i\ - - -
• • * ' , •^ - - s • . '. ; ' : (i : 'I. !!.. :*. • -I ;*.;.. •;»




TIT. c8y— dyx-+- etc.
• • *
' ' .. , Ys. \ , ' •f.**
Problema' III. *
Propofitam hanc feriem infinitam :
.…. s= # - # +=5-;;;* -+- etc. , ?. . . .
in fraâionem continuam conuertere. ; ' --'- -- ' * *.
- - - . - * * .* , , . . * « •* * * .* --- -^
Solutio, ;. ! v. – –
§. 39. Ex ferie propofita formemus fequentes feries:
t= à- g5+ g;s —g-;s,+ etc. ,
*=§- 55 + 5+,- ;sit: + CtC.
atque habebimus ". . . . %
- ra * •*• 1 —r * • · · · .*
- . : * .
- - - * -— r - t/ - - *
s ===1, t= #*, u = -;* etc. , . . ., ,;.,, *&
hinc igitur deducimus , - - ; - ;
I I CZ α t • - CZ
— -;— a -+- = a -+-—
s T r — t r - t - I ( -Fí
- t
Simili autem modo erit • -
Euleri Op. Anal. Tom. II. X. {=
-** ) voa ( **-
• • r.
- • — 1 + I * Z=? — 1 + 1 ?
• -,-,
1 . A ; I t * ' , i . :
;= 8+=:£-;-, 5= y+=£-;-, etc.
' , ç .
*• • . , , , , _ • • . • § 7- - - - - s- w . $ - T.
quare pofterioribus valoribus in prioribus fübftitutis obtime
bitur ifta fra&io continua : * · · · · · · · · · · ·
£=az-H & - -- w , ,
ACTTFB ' ^ -,- • -• ' * *.
— • " ' y-+-Fy.
: i . „ - • s * 8- 1 -+- etc. .
vnde deducimus fequens Theorema.
^Theorema VI.w * ' ' ' *
§. 4o. Si propofita fuerit huiusmodi fèries infiiita
s = ;.-;,-+-;#;-;g;s -+- etc. '.* ' ' * *
exinde formari poterit haec fraäio continua :
• • . a -*-
:= az—H — • • • • •
: • * * * * -' . . . . A— x -+-A * ). ' , ; l** • • .* . • • . • • •
. .——-- - m.
WFEFy _' *
: ò- 1 -+- etc.
§. 41. Si e denotet numerum cuius logarithmus





v. 1 _. — * £ — p. - - s • • .
2i — I 3 --;:, II £-;-+-; 2. 3 • • €tC. fiue
*-* — ' — '* * — i - :
• •-• r 1*. • r • 2. 3 ;…;-- etc. -
®* • r … •*
Hic igitur fit s = , tum verO
a. =: i , ß = 2 , y = 3 , 8= 4., etc. ,
quare fra&tio continua hinc oriunda e(t
•* ) *£• ( *•
—*— - • - - ae - -
* • - • , •••, • * · · · · .*^
*. ... ;=;= 1 + . . . • ' '• . *; ; . •*•* ; -f ; ?
— — — - - ..•* _
: nu:£*r*2.-* . r. i .:»'. . % . v . * , *, fiitiis*.*
2 + 3 . . . *- -' . *. . * . *. ' .
- . I —__-__- I. * • . & * *
- - & • .* -
t * ., , ,. »3 * etc. • ; ; ; ; . . . .
v . i« • . v , * * * * . . .
§. 42. Cum igitur fit'
I I -
- - - … " ••.
… , s,:. a :**;! £************ *******
- *^ - i. * --- *
- - · · · · τ* ; --- •
, • ----- ---
1 —H 2 * =;=*;. -- 1 --;
2 -+- 3 * : £ *- 1 -- *
3*4 - -
4-+ etc. i • • I ••, • * ... \
1 .!j s. *i* q … I. ' * . . . . * _ • ? * • ' '
* - .-.'; t. Ji Z* ; ..T • -
et auieiîâemonftrati queat, fi fiierit '.''.-;,*
[1, , :::::*) ; i ****** * , 2:o .* …;
a + b N. •' , * ••. -- *.
*f—— — … - ' ' ' *
c -- etc. , -:= s * * *
- 3* … *. - .. •
a *** • •. - , * .; • **, * c^: i * * _ _ * * * .*, fwr. -
… ••• • … . . * , . . !. ' * ' ' - " v. * §. . - •*), * * * :>^;;**)
;*,*' , , , • • • • • . '*,
pro noftro cafu erit • - ------- -
• s = +;, a= 1 , 6 = 2, c;= 3 , etc. ; - .
quibus valoribus fubftitutis fiet . . . . . , , , , •• •* ••'
x -+- 1 · · · · · ·
-
- -
2 —P- . • =;=;: , , • - :, *
3* 3 ' . -*•
•,
- - CtC,






- •, .•l* -. — •·
•* ) r& ( %&-
§. 43. Quodfi in ferie Theoremàtis -vt' ioco li
terarum cz , 8, y, 8, etc. fcribantarifra&iones
ô - *. *.
£, £ , 4, 3- ete., vt fit : -*-
c .— a — a ?. L £ b e — sb & d
s =: — #-+##;- #### + etc.
fra&io continua hinc nata erit -, . . . , ;-, 7,
• i -•-•-.-, . • • • * *.
:= + +&: a - I
-£-- 1 A: à - - - * + *
3. — 1 + y: c : - .
§ — 1 Ferc.
godfi jam primo multiplicetur vtrinque per a, tum, vero
prima fra&iö füpra et iiifra per b , fècuriú per- r, 'tértiat
per d, etc., orietur ifta forma : …”
5-=a+&b - , + \;
ß—b-+Ac. - - - T°
*y-c-+-y d •** -i- y
8— d-+- etc.
--_-





§. 44. Si propofita fuerit finiusmodi /ries infinita;
*** ****** ***j , , &:;
- ò c d3 3 -#-+#;- q. â -\- -etc. ~. , : --- ,.
- &gy c& * •- *
inde deducitur haec fraâio continua : ... . ..…. , . . . . .: ...




- * §. 45.
•&£ ) *6$ t *•
§. 45. Applicemus hoc ad fèquentem
finitam : - - -
- ■ • : r • 3. * f • 3f. s. * {
JS - ; - -*-*- -H • • , *• - - - -
: ; 3*. 2• *;** . a. 4. 6 2• 4. 6 • ■ etc. — *
- - • ' • - • • I - -




cuius fummam conftat effe s = £;i; tum igitur erit
r. •
, a=* , b =3 , c= 5, d=7, etc. • .
- - - -
-
- -- * ;
-
&=2 , 3=4, y=6, 8=8, etc.
fra&io ergo continua hinc nata erit ,
^/a — m ~
I-FAIS _-
1 —H 6. 7 .
ITetc. ' .
Si vtrinque vnitas aufferatur erit * * * *
;;=;= 1 -+- a. 3 - -
* -+- 4- 5 • • • • ; • • ,. … si
**. * -+-%. 7__ • .
vnde deducitur
v • … Y%aÆ 1 -+- I. I, .., •*.*• • •
* . 1. -+- 2. 3. .t:. .: '.\. . .
3 -f- 4- 5__ ' ' • , • ;
I —— 6. 7.… .
1 -+- etc.
Problema IV.
Propofitam feniem infinitam huius formae;
s =: — i5-+-;j;-:i;s-+- etc.
in faâionem continuam conuertere
£. X. 3
.• •
£;=a -+- 2. 3 . , . ° . . . . . *- , .
Irif.li …












- - •££ j 166 ( 3*
-.;. ; ' ' · · · Solutio.
§. 46. Statuamus vt ha&enus ' **"**
— * L. 2** s. - ac4 - - •—•- 3. - -
*=; 35-+-g# sti--- etc. et
* au — ae ._ * * ac3 ac4* .. • •*• t • i • -i---
w =; 5 j -+- 5*— ;§;ata-- etc. . - -
- .—* - f * _ _ • • '- ~ ' •!
ita vt fit s =*=!=, vnde fit ; =;=;= a -+- £;. Eß
VerO , » -*• . • * * * *. A . * * *.
*: :! : , , , : or * ..'.. ;az t CZ : - az x, 3. * ' ' '* *) • •._.:. . :
ZET,==FIE==AE: * 1 . … ;
ficque erit -.
%; -+- ©2 % - *.
— — ay -+- ———. . . . ; " '
3 - x -+-x - * • . . , . ;• ** ;.' •**■***' ; r ;{E
Simili igitur modo reperietur . . . … .
2% A x _ x _.!, t *y* - -
;=ß+=ãT;» ;=y-+-;T;, etc. , .
7 - . . '; 7 '.i. ' • -*
Quodfi ergo hi valores continuo in praecedentibus fübfti
tuantur, obtinebitur fequens fra&io continua: - - -
#=&+- &x • . * * - .;
3Ex -Egx ,
fy-x-+-yx -
., δ — x -+- etc.
hincque nafcitur : ' ' ' . · ·
Theorema VIII., -. . .
. §. 47. £i propoßta fuerit huiusmodi /eries i*}.
-&* ■ 167 t *- .
— • _ •• . ' * «* - *
s=3--35-4- #; — si:;s -- etc. ,
inde formabitur feqüens fraâio continâa : '* . . . ' ;
#=&-+- Q2 27 - - • • • .
· · · · · ` ' ' 3-*-+-A x • · · · · · · · · hi ,
yEXTEyE .*) , >
--—-—-_. - --' _
δ—x-+- ' etc.** '- ?
§. 48. Quod fi hic Ioco x fcribamus 5 , vt ha
beamus hanc feriem : --•- ^.
— -*- — *-*— *—— ac* . - *
s =;*; &355 -+- £gy5s 33535: -- etC, '.
hinc nafcetur fequens fra&io continua;
#=ay+ a*# * * *
Á#-x*£xg __
9#-x+yxy_ - , *
_ 8y—x-+ etc.
•* • • . * -•- 'y
§. 49. Sumamus &= 1, 8= 2, y= 3, 8=4 etc.
wt fit .' -• - -. - -
<$=;— Ê;-+- 1 • #;. — ; ;£t;}+- etc.
• - • - - -
vbi igitur eft s= 1 - e ? , hincque formabitur ißa, fra&io
continua:
%; - - •
ΣΣ=#-+*£/ _
r — e 2 2 y—x+ 2 xg
- … - 39-*+ 3*9 __,




– – – – – – – – – –
`s - , •• • • • •. •
•&$3 ) 168 ( $#&•
$-
ac e? - • *- .
=-=-*-, vnde obtinebuntur (equentes formulae fpeciales :
e? — I - -- - *
fumendo x= 1 et loco y fucceffiue numeros 1, 2, 3, 4, s
CtC, -
* — -- • - - - *•
;…;= 1+ 1
1 -+- 2
… … ” * - - - ; : 2 -+- 3 - — ** I.
3 -+- etc. ' ' * ' v'.;o:
</ - . + . • .
;;*;= 2 -+- 2 — ` ` • • • .
3 -H 4. - - . * * .* . . ., ' .
5 —H 6 * * * * *
7 -+- etc. ;
v e -
3 = 3 -+- 3
TYe— r 5 -+- 6
* 17 { * * * * 9 .
1 I -+- etc,
V e -
- , 4 - E 4 + 4. - -
**i ** Ve— r - 7Ts .• . . • .• !
I I IPIT
I 5 —H etc.
Problema V.
Si in genere propofita fuerit feries huius formae :
s — ° * — g £ x* g b c ac* £#£££-+- €tC.
55T áäjä-+- äÄîjî — äÄÈÉâ
®®}
•&#3 ) 169 ( $&&•
eam in fraâionem continuam conuertere
* * *.* * * v • , • ; • . '
• • • • Solutio, - ••
§. so. Ex ferie propofita formemus fequentes:
— b* _ bc* * b c.g x* _ b e de* -
=#5—3;;-- 3#5; — É;-+- etc. et
—£* — £3* * _u_ e 4 e =* _ cde f** *-•=;- ;;;;--;$t;. É-+- CtC,
•. .' ._ 6 * •
ita vt fit s =5 (1 — t) hincque
'. I'} £• * _* —• • ^y !
*=££;= & y-+-#£;.
•-_
Eft vero ' . : -* . • .
' ' & y£ . & g . . a 6* # * • * * *
1— tT -1 + 1 T—bx+bx
& {, - - • *
vnde fit : ' I ' • ' ' ' . . . . . . . ^
0, % • . , & b x y · · · · ·
AT- a 7+ EZ,j*# -
*' '• . : } ' t , '* : « . -
• . • • _ • .* - ô
fimili igitur modo ex relatione £;(*-w) fiet.
6 x. - ßcx y -
-;=ß*-■-=;;-;*; • • <•,•n
. . . . *
-
ficque porro. Quare his valoribus continuo fübftitutis orie:
tur ifta fra&io continua : - -
£=&#-+&bxg * s . .
* 3y-bx-- 3cx y .
■yy— c x-+-ydxy
- g- • . ' ' ' , , : 3y- dxT€ic. *
hinc fequens : - ' - •• , ^ , . .*. '*•
Euleri Op. Anal. Tom. II. Y thco
-&*£ Y yy» (( $è-
Theorem* IX. . $. . ,.^ *. •-', *;** *.
§. s 1. Si propofita fuerit, iffa feries generalis:
— ®= — %%** -4- *%** — *£££* -+- etc.
, £#*# -;;;** ***.. •
inde formábitur fraâio continua ', . . . . . . .
*=&#-+-gbry_:_ -. * T
: yy-£*+-yd&#- : -i • * .**




dignum illuftremus, confideremus hanc farmulamümegralem:
m—1 ' ». λ - * — * . * ' * -- 1
Z =fz dz (1 -+- z') §
quod integrale ita fumatur vt euanefcat pofito z =: o,.*
k
ftatuamus z= v (1 -+- *)", eritque digerentiario
*. — ■ * • . . * * *
dZ=z"-' dz{1—z*)* '£ =dv( 1 +z*)"
... ^ ^ , Y • 3 • - . *. ß. -
*+*ix*- dz(i+ *)*
v
*- s:..:.: …:i; i£; , ;
k - • , ,
- - I •" . ., ^ - -
quae aequatio per (1 -+-z*}* diuifà praebet ;
z"-' dz =dv (1 -+- z*)-+- kvz*-' dz, ideoque
•.. .. … • £(1-+-z)-+£vz*-*-**-*=o.' - *. , , :
§. 53. Quoniam fumto z infinite paruo fit
Z=,=v.
inôè difcimus, quantitatem v per eiusmodi feriem infinitam
exprimi, cuius primus terminus fit poteftas z" ; in fequen
- • • • • • - , {ibus
•*£££ ) »71 ( 3*&•
tibt*st;aa*em terminis: exponentes ipfius 2: Qantiauo numerq
n augeri, quamobrem pro v fingamus fèquentem (èriem.in*
finitam:,:, -}-£-£ t . (\-;. ; \ * • • \, - - -
**s *=Az*-Bát-+*+£z*-*-*—Dz"-+**+ etc.
-.- .-/ _a. : -:.}
- - &. , ... - - -
quem valorepi in aequatione, differeatiali .fúbftituamus, fimi
lesqtie potegates ipfàs z£bi áêßribamus fequendi modo :




*dv .?» * .
2:* 4 {/ -+-(m -+- 2 n) C — etc.
:'. …i :...…
3 —(m -+-n)B= —H mA
dz ... -. • • ^ : ■ j • s. *




• ;--- ---—--- -- i
I* -
m - - i - - -
—2, - I.
- **. . ... , \ r - r .
\ • • . -
... - §. 54. Quod fi nune fingiae ipfius. *' poteßates
feorfim qd nihilum redigantur, 9btinebuntur fequentes valores ;
- … ' ' _ I IT. . ! *- '3.° - - • , - * * . , : - - - - *. -
-
-*
iu* ;,; m A — 1= oo … • • , ,. . ergo A=#, , ;.… ºb
s:i -(m + n)B+(m +#) A= o. ergo B=£###A. .» :
• ' * ...: $}c—6 i*. -*\n-Â°...A r*--«---++***
— 'A „ (**** —(m+ n-*-*)B =o ergo c=! 7 FETE.:,;;;,
, .-(*+ 3*) D+(m+ am-##)C=o ergo D=¢ÈÉ£ , ,
-
-
- - - - - - -, ' ~ • • • • . • I* • … .* -" -
CtC : : ... Ius GtC,* ft fi:* I. , *«• i < • .1 2? t .






*** ** - … . . ..…….….…. ….…. §*
§. 55.', Subfiiiiiamus igitur hos valores inuentos ag
prò v reperiemus fequentem feriem infinitaim :
çg****** fT **;
z", s m-+£ m-+- (m+£)(^-f-n-*-&) *m-{-nmt
*==-;TE*"**}έΚΕ5*
gt*)(*}***)(i£an+£„„. „.










". - - - - -
f*t.,, '■', i***' • :::::;;r 3*. •**-:0;. :!..:.: r .: fff
-
: ' - y a - quam
••&#3 ) 172 ( §*&•
• - - -
quam feriem, vt ad formam noftri theorematis reducamus;
hoc modo repraefentemus: , : - -




§. 56. Cum iam fit
z=/z*-' d x (1 -+-x*)* — r, ftatuamus
v=—**—*, vt fiat '
x*-*(1 -+-z*)*
—*_*-+$gan-,.(*-*-*)$**-*-+$ass-gm**£***%**+*)&** -V- ' ;=:z -H (m-\-n)(m-+- a n) 3 Š; + €tC.
erit igitur V fun&io ipfius x per integrationem formulae
differentialis eruenda , quae ergo pro quouis valore ipfius
z determinatum adipi(cetur valorem, fiquidem, integrale ita
capi ponimus, vt euanefcat fa&o z = o. Quo igitur fa
cilius iftos valores ipfius v affignare queamus, quando va
riabili z valores fra&i tribuantur, ftatuamus in genere z*= 5,
ita vt hanc formam nancifcamur: 3.
V— a- ._(m -+-k)**+£ -*-£)(m-+-n-*-*)** _{m-*-*)(m+^+-$)tm+*s-+-
qüae feries cum noftro Theoremate collata praebet s=V;
_.
k) ae*
5 (m-*- w)yy ' (m-*-m X m -+- s n )3* £ÉÉÉÉÉÉ+etc.
tum VCrO
a =x, b = m-+-k, c = m-+-n-+-k, et
α= 1, 8=m-+-m, y= m-+2 m, etc.
-
x
§. 5*. His notatis formulâ integralis affumta fe
quentem nobis fùppeditat fra&ionem continuam:
E
+. # =â
* ) *7s ( 3*-
£=g+(m+£)xy - • • • • • *
(m+*)y-(m+k)x+(m+n)(m+ n+#)xy --- i,
(m+3n)y-(m+m-+£)x+(m+2m)(m-+2nE)xy
* * * * & (m+3m)y-(m-i-as-F£)x-Ferc.
- - sex*-*C i -4-**)* * * * , .:i : … … ,. …
euius valor erit—=z—- , .
: : • • 3. - - * - ;. '• ••: •• ***; •;;* ' • , , : • •
§. ss. Exempli gratia fumamus hanc formam : ,




erit igitur m— 1, m= a, £= 1, fietque v= ait:#£#sh
qui valor aequatur huic (èriei; . . -;- : -- ; T * *
x x — ; x' +-;# z*-:£; s'-+- etc. ' , -* a.
quae, fi iam loco x z fcribamus £, fiet
V=;£;;/(**#**)
=#-—;.;;--;;.;;-:;;-;.£-+- etc. * '^*
quare fra&io continua hinc formata erit -
Vx(x-+-g)__ ' ' . -
IĘ=****** -J/ .-_ •_-•
89-2x+3.4xg
- ' * 5 y-4x+5.6xy
79-6*+7.8x9
`' 9y-8*+ etc.
. . §. 59. odfi ergo fümamus, *= * et y= 1 ,
babebimus iftam fra&ionem continuam: * * * * * * ~ • •
Y 3 V a









, • • •
Y* — . 2
1(1 -+- V 2) ~T I -+- I.





- - - - - -- - -- - - -- - -_
* —-,, ',, ; w' ..* \ ... t- ' • . • • •
-—-—- --—-——— ——---— — 'ΤΤ3.£ ' : *. * ... r. f * * _• 3« $* H. *;
: a - -…'*. t . : ;. '. ; t; ' ;>– ,* * w '- - i , £J* ; *,-; *r-£5. 6 *.'
•,
• , , • •• -
* \ : C r •••.•
, 1 + etc.
ipfa ferie infinita exiftente*, r, _,., , *--.-, .( • • -; 1 ) •-
. -
- \ .
1(1 +-v*) — r _ _ ? —! 4. * _*.- • • •6. .* 4 *• —. e*^ t ***
v 3 j- I i. 3 3• S <#;-+-;##; etc.
Sin autem manente x = 1 fumamus y = 2 , feries infinita
ir * : , ■ '.' T. • , , Í « * 1 ***, **; ' * 1.}:,** if; ,, --- * * -
erit : a * - - - - - - - * * • - - - - • . • • • • i : • • <--- - - - •*- X. -<
: — :..:.- —* £. i- *-* § -+- etc. • •
;-:.;--;-;. i- £#t;• j -+. -- N
- ' ' -•--• • • • **, p^
faaio vero continpa- haee:. * :- i s 3 … * . . r .: :_::igi :i*
Ty : i:»i , Ή <,;;u! *, *** •, ;r.se- -
/#% rt 2 -+- I. 2. , ** 1… oiiiii *:;oc velsy irg.
- - *. * . • .* ?*.,. • * .• *.
V 2 • - - -* • - • - -} c.
„4 H 3. 4. 32 : - . * * • . . * iì * -. -
- * • : - 6. 5. 6. 3. - - _ --- tia & «-- 2
^ . ' i • • ,. ^ - - * - I. r. - ' * r
( §-EeE.— '. = '.
_ •*
;* :
vnde fequens forma deducitur: ' ' -,- . g : - ; :
V 3 • '• • : - ` • .*•
+— . · · · ". * --- . . ;i. . . >^ {`,12 — 1 1 5 …:2 1! Vg I ( I I •• • * i • * • - * :p.
15,„T (* -!. ••. ';.
*2 —— 6 * * * . ' . ' … … . . -: .-
— _ - 5 -- etc.
-
* - - - - - --- - - - - -
- * • . * - -
*•*• -• , - - •**. • •-- - - I. • - v. \' • • - •
, vbi numeratores fünt numeri trigonales alternatim fumti.
,, . . §. 6o. Euoluamus, adhuc cafùm, quo. *= * et
• j = a, quoniam irrationalitas hoc modo tolletur; erit autem
hoc cafu
* - • - § 1 3
- i { *.
•* ) *** ( **-
: /3 = j-;.;+£#-#-#: H. 4- etc.
fra&io autem continua fiinc nata erit ; % * * *• • • • • . •** ,- • • •*.*.
•
f;= 3-i- 1. 2. 3 * * *-* : \ •* TI. -
- -- - -•
• - .** -;- …..
7* 3. 4. 3 _._-_*_'.
xi -+- 5. 6.-8J . .
• , , ; *5--*. 8. 3
T ' * 1 9-i- etc.
A. 3 -;- A. 0, -—- - '
a
* ;
§. 6r. Quoniam igitur hic nouam plane methodum
apervi, feries quasaqnque infinitas in fra&iones continuas
transformandi, +fierit6 equidem mihi videor do&rinam fra
&ionum contihüärum ' haud mediocriter locupletaffe. His
igitur tantum fubiungam thaorema notatu digniffimum, quo
fupra § 42. fra&ionem***************
: 3** :r::;c r -. »
I I -
— ' ! - e
I -|- 2 — ;—; -,-;--- -
• * • -; • '*•





, 2*; f„ . *^ * . I* *** J ■ ,. s* *i':. * * . *, ** • " ''*' ' ' t • I
transformauimus im hanc:' ' ' … , . . • . *,
I -H I ( - -^ $• - •
2 —H 2 ?.… , .
3-H3 ; . . - ,
•
quod multo latius patens ita fé habet _*
• r
. · · · · · „ _ j • *
- - - • , '' … * J. , ; ; . , **
- -
… * • - - • •! - . - - - • O•
•&£ ) 176 ( 3*&•
• • ' ' Theorema * : - - - \ '
§. 62. & fuerit … <-. * • • • ^---^ . .--.i
s= aA ^ .* , . -{- C r
azA-+-bB … , ;
3B-i-gC 3T. III
c . yC-+- etc. , *•
erit . * * — - < I
8 s
;=;=ßA-+- c A
, .,. • • - •. *'**yÉTÉ r, .… o ^
* * . . . • • . r. . , , , . *. • . -ZSCIIAC _ ' * • • . . . . . . ^ '
… ' , ' * òC-+-e •*.
· · - - ---- - ...; ? * * * - - - - * . .
- … • !
* * * * * • • • j- *< £ ° r ' , • ' ' ' ' • - … *. i
- £. Demonftratio, ^. . . . . . . . . .
Cum enim fit -
s=aA , • …
& A-+— b B • s '' -- '
gBT7C -—-
7CFFEE.—
fi primam fra&ionem per A, fecundam per B, tertiam per
C, etc. deprimamus, prodibit * ***** ** ••• • • • • • ... .
S… ! _ • * . *
dz-H 3: A _ * - - -
A -+- c: B — ° *** *
fy-+- d:C T . . • ;-
'. 8 —H etc. ::.:. : : • -.1 • : ;; : : :
• . . · · · : ' TED-i- etc. I,
• - — '- - - s.
- Nunc huius formae fecundam fra&ionem fupra et infra per
A , tertiam per B, quartam per C multiplicemus et ita
porro, et nancifcemur hanc formam :
J …













{/ _4 t -
S. —– +- b T &t +-b
t; -
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CERTIS CASIBVS DATAM INTER SE TENEANT
RATIONEM,
VBI SIMVL METHODVS TRADITVR FRACTIONES CONTINVAS
SVMMANDI,
§. i.
uemadmodum in feriebus recurrentibus quilibet termi
nus ex vno pluribusue praecedentibus fecundum le
gem quandam conftantem determinatur, ita hic eiusmodi
feries fum confideraturus, in quibus quilibet terminus ex
vno pluribusue. praecedentibus fecundum quampiam legem
variabilem determinatur. Quoniam autem in talibus feriebus
formula generalis fingulos terminos exprimens plerumque non
eft algebraica, fed transcendens , fingulos terminos per for
mulas integrales exhiberi conueniet, quae- vt valores de
terminatos praebeant , poft integrationem quantitati variabili
valorem determinatum tribui affumo, ita vt finguli termini
prodeant quantitates determinatae; atque nunc quaeftio prin
cipalis huc redit , quemadmodum iftae formulae integrales
debeant effe comparatae , vt quilibet terminus fecundum da
tam legem ex vno pluribusue praecedentibus deteriminetur.
§. 2. '
••33 ) 179 ( §#3<-
§. 2. Quod quo clarius perfpiciatur, contemple
mur feriem notiffimam harum formularum integralium :
f d 3c z x d x. 2c* d x. z° d * etc
v (1 — xx) ? V(TTz;) ? -/ v(i I33) * J WTIZ3) ? -
quae fi fingulae ita integrentur, vt euanefcant pofito x= o,
tum vero variabili x tribuatur valor = 1 , quilibet termi
nus a praecedente ita pendet, vt fit
3c x d z— 1f d 2c
{VT-33)— 3 J W(F-: z) * *
2c* d x _ s z x d x
vj-xx)— 3* J v i-xxj • •
ac° d x — 5 3c* d
7ΤIEZj- %*J WTLZ3j*
atque 1I) genere -
£c* d x a— 1 , x*T* d x.
/V(. Exx5= TAT /5( -xxy
.Vnde patet, hanc formulam generalem fpe&ari poffe tan
quam terminum generalem illius feriei , atque quemlibet
terminum ex praecedente oriri, fi ifte multiplicetur per #-.
§. g. Ad fimilitudinem igitur huius cafus feriem
formularum integralium ita in genere conftituamus,
fdv, fxdv, fxxdv, fx' dv, /x' dv , etc.
ita vt terminus indici m refpondens fit fx"-' d v , quae fin
gula integralia ita accipi fumamus, vt euanefcant pofito
x = o; poft integrationem autem quantitati variabili x tri
buamus quempiam valorem conftantem , veluti x = 1 , vel
alio cuipiam numero. Quibus pofitis quaeftio huc redit,
qualis pro v affumi .debeat funétio ipfius x , yt quilibet
ferminus per vnum, vel duos pluresue praecedentes , fè
cundum legem quandam datam vtcunque variabilem, fiue ab
indice m pendentem, determinetur ; vbi quidem imprimis eo .
erit refpiciendum, ad quot dimenfiones index w in fcala
relationis propofita afcendat: gym- autem non vltra pri
2. Inam
*
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mam dimenfionem affurgere erit opus. ' Hinc igitur fequen
tia Problemata pertraétemus.
Problema I.
Inuenire funâionem v , vt iffa relatio inter binos ter
minos fibi fuccedentes locum habeat:
m. — QZ fi —*- Q m • i
fx d v =5==; 27 d v. .
Solutio.
§. 4. Requiritur igitur hic vt fit
(& m -+- a)fx*-' d v = (ß m -+- b)fx* dv
fi fcilicet poft integrationem variabili x certus valor tribua
tur. Quoniam igitur ifta conditio tum demum locum ha
bere debet , poftquam variabili x ifte valor conftans fuerit
.datus , ponamus in genere, dum x eft variabilis, hanc ae
quationem locum habere : -
(& m -+- a) fx*-' d v = (ß m -+- b) /x* d v —HV,
quantitatem autém V ita effe comparatam, vt euanefcat poft
quam variabili ille valor determinatus fuerit affignatus. Prae
terea vero , quia ambo integralia ita capi afiumimus, vt
euanefcant pofito x = o, neceffe eft vt etiam i(ta quantitas
'V eodem quoque cafu euanefcat. -
§. 5. giT haec aequalitas fubfiftere debet
pro omnibus indicibus m, quos quidem femper vt pofitiuos
fpe&amus, facile intelligitur, quantitatem iftam V fa&orem
habere debere . x" ; quo pa&o iam ifti conditioni fàtisfit,
vt pofito x = o etiam fiat v = o. Quamobrem ftatuamus
V= x* Q , vbi Q denotet fun&ionem ipfius x propofito
3CCOI11
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accommodatam, et quam fimul ita: comparatam effe defide
ramus, vt euanefcat fi ipfi x certus quidam valor tribuatur.
§. 6. Cum igitur effe debeat
(&m-+-a) fx*-' dv=(3m--b)/x'du--x"Q ,
differentietur i(ta aequatio, ac differentiali per x*-* diuifo per;
venietur ad hanc aequationem differentialem:
(& n-\-a)dv= (ßm+b)x dv -+- mQdx -+- xdQ,
quae cum fubfiftere , debeat pro omnibus valoribus ipfius m,
èrmini ifta littera affe&ti feorfim fe tollere debent, vnde
nancifcimur has duas aequalitates:
I. (α— 3x)dv=Qdx et II. (a—bx)dv=xdQ.
Ex priote fit d v = ;°*j*; , ex altera vere d v = ;*4$ ;
qui duo valores inter fe aequati fuppeditant hanc aequatio
. . d Q_._ d x a' - b x - - -
nem: {§- £. £>£, quae aequatio refoluitur in has partes
d Ql— d. J * a 3— b a. a * -
* G — 3 * 2e. +-*; - a-gTi? . • , ,
cuius ergo integrale erit - • '
- - t
1Q=£ 1 x — £££* 1(α — 3 x) • . •
vnde deducitur
0_ ba—a β;
Q= C x*. (a — 8 *) α β . . -
§. 7. Ex hoc valore pro Q inuento ftatim patet
eum euänefcere cafu x= #, fi modo fuerit !*;;?:> o; fim
autem fecus eueniat, non patet quomodo haec quantitas
vllo cafu euanefcere queat. Inuento autem hoc valore Q,
- reperietur • .
inde rep 5a-g£. — A • • . • ' .-
dv = C x* d x (x— 8 x) α β - – – – –
Z 3
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hincque noftrae feriei terminus indici n refpondens erit
- - q. 5a— a3i. . I
/*- dw=c/*"**T* dx(&-3x) « ρ r -,
tum vero erit
b & — a 3
V =cx***(a-ß x). * 8 .
Vbi res imprimis eo redit, vt ifta quantitas praeter cafum
x = o infuper alio cafu euanefcat.
i Corollarium I.
s. §. 8. Hic duo cafus occurrunt , qui peculiarem
euolutionem poftulant ; prior eft, quo &=o ; tum autem in
choandum eritab aequatione £=—'*;;***, vnde integran.3c 2®
do elicitur 1Q= „.-i-; lx, inqüe fumendo e pro nu
mero cuius logarithmus hyperbolicus = 1, colligitur
& b * -
Q= g33. x3" -
quae formula in nihilum abire nequit, nifi fiat „?,= —oo,
ideoque x = o , ficque non duo haberentur cafus, quibus
fieret V = o , cum tamen duo defiderentur. Interim autem
hinc fiet
a b • , , . • '
- „„_***"** ; • • ,
• Corollarium 2.
§. 9. Alter cafus peculiarem integrationem poftri- .
Mans erit 3= o ; tum autem erit *$— **&***), vnde
σ —77-»
• ' α — bz: ". .
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cafu x = co euanefcit, fi modo füerit % numerus pofitiuus,
fin autem á fuerit numerus negatiuus, tumQ euanefcit cafü




ac*. e * d x.
dv= - -_
& — 3 x
Scholion. ' .
§. 8. His in genere obfèruatis aliquot cafus fpecía
les euoluamus, quibus * litteris cz , ß et . a , b certos va
lores tribuemus, qui ad cafus iam fàtis cognitos perducant
- Exemplum I.
- §. 9. Quaerantur formulae integrales , vt fia?,
* fx* dv = {15: , fx*-' d v.
Cum igitur hic effe debeat
(2 m — 1) fx"-' d v = 2 m /'x* dv,
erit hoc cafu & — 2 et a E— 1 ,- tum vero A = 2 et
b = o; hinc fit - -
43=— ;{ἐ:;=-£-;{*=, . inûe integrando
1 Q= — ; t x -+-; 1(1 — x), ideoque
Q= C V =*, ergo V= x* V '=*.
- d x; •
Porro cum hic fit d v:= g4* , €T1t.
- - 2(1 —x)
dxV*__ C d x
- ΣΟΤΣ)T 2V(x— xx)? - •
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•
vnde cum fit V= x* V *=*, baec quantitas manifefto etianeßis
fumto x = 1 , ita vt noftra formula, fi poft integrationem
ftatuatur x = 1 , quaefito fàtisfaciat. Quod fi iani pona
mus x=yy, ifta formula induet hanc formam: .f%,(1 %
• • * * * -y y
quae, pofito poft integrationem y = 1, praebet hanc * ré_
lationem : . … . - *• ; ; • , ••
- " / t/** d y — *£*f£T£!,
... ' V (1 — yy) - Ta aT/ V(Egyj* -
quae continet relationes fupra § 2 commcmoratas; hinc enim
fiet • **
f. ? » 33 . — £ ^ d y - • *•,
“WTE555— 3 J WTE55* - - -
?**2_ — 3 ^ 23 32 et ' ,J.£3;=:/;££; C{. - -
3° 43 — 5 ^ 3* i37 • • ' -
•' v(T-55) — 5 v(i-yy]* _*
.• . . , . , Exemplum 2. -
§. I o. Quaerantur formulae integrales, vt fiat
* _ . „CZ,£7 - I - '. . -
x" d v = –i-fyn-* „ ,,. — . . . * :f , QZ /} x : de ' ' . . . .
Cum igitiir hic effe debeat. … '.' … , , : , ,
(cx n — 1) fa*- ' d v — a * /x*d v,
erit hoc cafu a = — 1 , 3 =a et b — o, vnde per formu
las fupra datas colligitur * -
- ; . ~ d. - ' _ -+- r
Q = C x * (a. — & x)Tg = C x *( 1 — x)3T
9'*°° Quintitas. manifefto euanefcit. pofito ¥— ,. . T„„,
autem erit - - ' d v
-* • *s* t **-
• ' . . . . • * . . ' * * . ' ' . • • • * • ,
*' — C. £X* . . - -
dv = 5% I **) * dxd » . • • , ' * - * «;^;^
- (1 — x) … , . . . . . . . _ ,,
vnde formula noftra generalis erit · · · ·
- - • - . T , • ,-/
- *—£-r
^, —5—I - +#-I ^ ". « . dx
fx*-'dv=/x' * T(i — x)' * * dx= —;=;-,
. * ' ' .• ._ ,. , . - • .- ~ * * * . 2
· · · · · · ( -x)'. *
quae concinnior redditur, faciendo Ac = y*, tum enim ea
- y**-* d y * •• - - .' . *
induet hanc formam: / TzE » vbi iterum poft integra
(1— y*) *, -
tionem ftatui debet y= 1. Erit hinc ,
. .y**-**-* d y _ &n- 1 , y**-* d y
f o._ I 2- / ar- • t • -
a^ TaT 42 ß &\TcT - -
(1 — y*) (1 — y • -
atque hinc orientur fequentes cafus fpeciales : -
y**-* d y _ & — I . y*-* d y -
f-4—-;*, :— CZ / 4-i. et /
: (1 — y*)ET (1 — y*) ET.
y**-* d y _ 2 2 – I y**-* d y -
f a-1 - 2 a. f or - t •
(1 — y^)* (1 —y^)T
§. 1 1. Hinc igitur fi fumatur &= 1, vt fieri debeat
fx' dv = -=: ^x*-' dv, .m.
formula noftra generalis iam in y expreffà erit /y*-* d y,
cuius ergo valor eft , £t y*-'=;=;, vnde tota feries no
{trarum formularum, integralium abibit in hanc:
- i. - τ i 1 I. i
-; § » i » §» à » à » §» §» # » €tc.
Ealeri Op. Anal. Tom. II. A a §. 12.
•&#3 ) x 86 C £*-
§. 1 2. Sumamus etiam a=;, etiam non amplius
opus erit ad y procedere. Hoc igitur cafü erit , ,
— ( 1 — x)* — ( t — z) d* - .. .…
*- I ac ac et dv =t=#*= -* '. • • , . '..,. . . … , *
- •' : -I 'II - ':' ' ' ' . . . ';
vnde formula noftra generalis fit
fx*-' dv= /**-* (* — x) dx , , ,- * - *, • .^
- - - - * ' ■*. • ' IzIim_. _..:. * \. -- '*' '•'.
cuius ergo valor algebraice expreffus erit
- 1 '. " - * _ _. *\- ■ —, t -
•,: ■ -*£ x. • * m -* 3; - {ΤΤΤΓΓj. i ; j:;.;.;. ; . • *•;,. ,
vnde feries noftrarum formularum euadet r.• _ τ - - *' - , ' w " - τ ---- - - • - -
5–7, 5; , ;§;» ;i; , ;i;» ;i;» etc. . -
· · ·
, *
- , Exemplum 3. ,
§. 13. Quaerantur formulae integrales, vt fit
- fx* dv = n fx*-*d v. * a • • •
Cum igitur effe debeat * * * *** * *
n fx*-' dv = s. fx* dv, erit , ,-- *-* - • -- --- - *
* .
- *
cz = 1 , a = o, b = 1 , 3= o. . . ,
Cum igitur fit 3= p,. cafus 'C9r9l|. ?. hic locum habet, in
deque erit Q= eT* ideoque V= e-*. x", quae quantitas his
duobus cafibus euanefcit: x =*o *et x = co. Porro vero
erit d v = er-* d x, hincque formula noftra generalis fiet
$*-'dx. eT* , vnde ipfi feriei termini ab initio fequenti mo
do fe habebunt : ' ' … •
fe-*dx, fe-*xdx , /e-*x xdx , fe-* x' dx etc.
quibus integratis ita vt euanefcant'pofito x = o , tum vero
pofito x = co, orietur fequens feries fatis fimplex : .*
- . •
• . , t \ - * ,
J, I» I. 2 , I. 2. 3 » I • 2. 3• 4 » I. 2. 3• 4- 5 » etc. ,
- - quâe
-&: ) sst ( **-
quae eft feries hypergeometrica h^aiffi, cuius ergo termi
*
InUlS generalis eft,--..; … , .* * *, • . r ° . . . . .;
fxi-* e-*d *> £$£ 3,4, • • •: (n - 1). -. *\.
T. §. 14. Ope ergo huius' termini generalis: hanc fe
riem interpolare licebit. ' Ita fi- quaeratur terminus medius
inter duos primos, pomi debet nz;, ac, valor huius, termini
erit fe-* d x V x, cuius autem valor nullo modo algebrai
ceiexprimi pöteft.--Inuênitaütém fingúlari 'modo 'hunc ip
fum. terminum aequari ; Y t, denotante r peripheriam cir
culi cuius diameter , = 1,, vnde, hic., viciffim , cognoßimus
effe fe-*d x V x = £ , pofito fcilicet poft integrationem
z= co. Terminus' autem hunc praecedens, indici ; refpon
**. *-• -. · · · · · e-*dx , -
dens, erit =V qr, cui 'ergo sequatur formul- /57Γ. Quod
fi hic., ponamus: e* = y, ita vt pofito x = o fit: y= 1 , at
- - - - II --- --- - • e~*.d *
pofito x =*oo fiat y=co, tum ergo ifla. formula ^-;;;*
- • . * - * . - _-
abit in hanc /;#;, quaeformulafi ita integrétur vt euanefcat
pofito y = 1, tum vero fiat y= oo, praebet valorem ipfius
V ar. Si porro fiat y=£; erunt termini ipt£grationis,z= i,
et z = o, et formula integralis erit -&
, , . . . dz a 2 II I . . ., , • ^ • •
• ' ' ' _ f.— 77.— I *: "T^ l — y „. ' J * * *,
/;£;[i; IE.]= v *, .^
fiue permutatis terminis integratiónis erit .'}
. * . ,;. * * * 43 *a. z=Q —y ; • ^ • • • :* • • • * * . . … -:
;* /7=T; Ἀπτ?]= * ,
quemadmodum iam olim,9bferuaui '.
•,
*-
A a . , ' Exem
-** ) vss : *-
,: : I. *..** .Exemplum 4• • • ' ; s. p
- §. 15. Quaerantur formulae integrales, vt fit . ' ••
f x* dv =; fx*-* d vi, fiue * * * '"* ' * -
fx*-' dv = n fx' d v. , . . . , , , ,
Hic eft & = o et a = 1, 8= 1, et b= o ; qui ergo eft
- - … *' - - - *. , ., A.
cafus in Coroll. 1. tra&atus, vnde colligitur fore Q= e*,
ideoque V= x* e*, quae formula nequidem , euanefcit fumto
1 . - - -
x= o, quandoquidem formula e* aequiualet infinito infini
tefimae poteftatis. * Hic autem miro modo euenit, vt cafus.
r* - - - . *- … --. • *• - -
-
* — i - - -*
x =— o reddat formulam, eº fubito euanefcentem. Scilicet,
- i *, - - - - - i. Cxo -
fi α denotet quantitatem infinite paruam, erit;e*=co , , tum
--- - -;. :
-
-
* - - - I -
vero: repente fiet e * = j-,= o, quam ob caufàm for
mulam hinc exhibere non licet fcopo noftro, refpondentem.
**, i - … " 1 - . * .
Reperietur quidem dv = — e* £, ita vt formula noflra ge
Exc
neralis futura' fit — fx*-* d x eº, quae autem nobis nüllum




-- • • * - -
§. 1 6. Quod fi, hic i ponamus 4=V, formula i(ta
WT * • • £ eX * . §. -
generalis tranfit in hanc : -+-/ e? d y :
3-4. ' At vero nunc erit
e 5 - • ' . .
V— jF* quae formula euanefcit pofito y=-co. Quomodocun
*.
-
que autem hanc expreffionem transformemus, femper idem in
commodum * occurret. Interim tamen etiam hunc cafum fé*
quenti modo refoluere licebit. Sit enim ferici, quam quae
- * ** * . . rimus
-
_.
-** ) **9 ( **- .
rimus, primus terminus = a, ex quo per regulam prae
fcriptam fequentes ordine ita procedent . .
- -i • • i. '* .
r . 2 3 4 5 ". n : : . . . . ,
• -*- —*— —*—. - —*— ' '
aJ, 7, 77 , T, iT • • • . •. • TTTTTE;
' . Supra autem vidimus huius formulae 1. 2. 3. 4. s .... (m-1)
valorem exprimi per hoc integrale: fx*-' e-* d x, integra- .
tione ab ¥= o ad x = co extenfà ; tantum igitur ópus eft ,
vt hanc formulam integralem in ` denominatorem transfera- '
mus , et feriei quam quaerimus terminus generalis erit ti ,
, • . 1 - **;,, . . . … 3i : : : ; ; ;
vnde fàtis intelligitur, negotium non per fimplicem formu
lam integralem expediri poffe, quod idem quoque tenen
dum eft de aliis cafibus, quibus quantitas V. non duobus
cafibüs etianefcere poteft ; tum enim tantum opus eft, frac-.
tioiiem ;#; inuertere, atque formulam integralem in
denominatorem transferre. - - -
' \'\ 4 a * : … .
- • • • . ^ ' -• * - _ .. * •, .
*. Scholion.\; , . - ° ' * .
•-• ' • • * -** *- *** , , , : '•• . * •• ,.* r ** "* .-: • ' -
. 17. Nifi fit vel a = o' vel '3= o, “quos caftis
- ,— >^, » -
iam expediuimus, refolutio noftri problematis femper reduci
poteft ad cafum, quo ambae litterae a et ß funt aequales
vnitati. Cum enim effe debeat : ** : 3, v. ai . . . . • *
m. — αm -+- & / „n- • •. . ,. ., • - •, ^
/ x dv = ##;/* 'd v, v \ ' - - · · ^
• * • . ,'* . * * . -. ' . •* • • • , >
• • 6t - r • • • , • _ j :,; • ** …;* * *
ponatur x =*#, fietque • : … ;. .'. .•*
- —W— a -. - - • • •• • •. • ..* • * -*
;/y* dv =;#;/y*-' dv, ; ' . '
quae aequatio reducitus ad hanc formam: * * *,
* • • • •• •• '. _ • ' ; ' , ': '.. . . . ° • ' •
: – – – – – – „ * • • • A a ; 3 * · · · · · · · · · · · · . /y^
-&: ) 19o ( ##-
/* av =;#;/r' av. ' . . . ,
Quod fi iam nunc loco ; fcribamus a, et b loco #, refol
venda erit haec formula : – – *
/y* dv =;=;/*-' dv, - • . • - - _ •
cuius ' refolutio, fi loco x fcribamus y et loco litterarum
a et ß vnitatem , ex fuperiori folutione praebet primo
Q= C y* (x — y)*-*, • - •
quod ergo' euanefcit pofito y= x , fi modo fuerit b > a ;
tum autem erit ipfa formula I.
fy*-' d v = c/y*-*-*-* d y (1 — g}-•-;;
fin autem fuerit b < a, haec folutio, vti vidimus, loeam ha
here nequit ; verum hoc cafù pro termino * noftrae ferici
- - - . , , : --- 1 I › • • . • '. — 2 3 I* : »
affumi debet haec forma: fyF75* ita vt tum effe debeat
. . • , • r* - - - - ;. . ' - ' ' ' :.« *}
- * 1 I Ἄ 1 -+- a 1 -. - -
e ' 3* 3 *. !• • ..:' ' . , …fy" Â£= £T£7}FAE* fiu
fy* dv =;=£fg*-* dv , ,
cuius refolutio permutatis litteris a. et,b praebet ,
}. ' - : Q= C y* (x — y)*-* : • ^, , • . -
quaegiam. cafu;gy= s. euanefcit , fi fuerit a:> b, atque tum
erit formula generalis *. • ' ' :. … • • . * . . . ,.,.*
/y*-' dv — c fy***-* d y (r — g)*-*-*.
Siue igitur fit b.-> a fiue ' a > b, folutio nulla: amplius, labor




§. 1 8. Sin autem fuerit vel az = o vel 8 — o, lo
<9 alterius etiam fcribi poterit vnitas; vnde fi effe debeat
v, ** , -*
fx*
••&#3' ) 191 ( $%&-
/x* dv =*#* /x*-' dv, · · · · · i ; . '-' . ' '
ob æ= 1 et 8= o folutio noftra generalis dat
d Q — d • • . s.£=*(a— b x) A.
vnde colligitur Q=C x*. et**, quae formula euanefcit po
- - i * i •. ' T . ' • • ** .a- •
fito x = co, fi módo b fuerit numerus pofitiuus ; tum au
tem fit terminus generalis * * * * *-
-• ; •'* ' . *,
•• … fx*-' dv= c/x*-*-*-* d x. •-*. -
At vero numerus b negatiuus effe nequit, quia alioquin
conditio praefcripta effet incongrua.' - -
_ * •.. * .* -
§. 19. Confideremus etiam alterum cafum , quo
& = o* et ß= 1 , ideóque cónditio' praefcripta




vnde, fit < • ' ' * ' • ' . - * • • * I. --' *. • I*
%$=—£ (a — b x). . . . . . . . . a .* i . . .
' Hinc autem pro Q orietur, valor, qui praeter cafum x= o
euanefcere non, poffet3. quam Qb caufiàm farmula generalis
- - - p* I ai •*. • - i
ftatui debet7j =;-;-, , ita vt effe debeat
t - fx d v ? ; v. * - - -
„n — m -+- b n — • • • • * - - • - • i .-•--. - -
/* dv ==#!/x*-' dv - -
vnde prodit - - - - • • -i- • • • • • • • • • • *
£=*(b — a x), ideoque Q= C e-**.x*,
quae expreffio euanefcit pofito x=co , quoniam, a neceffàrio
debet effe numerus pofitiuus ; tum autem erit
d v= C e-**. x° d x, …
-
vnde
-** ) *•• ( **-
vnde formula generalis feriei erit . . * * * * `.
* ' • ' r f •' *** ***: : : _ : :. . . :. »
C/**-*-*— . d x. g- a * (*;. v - . . ° . - r .
-, • *• • . .. * * ; . *
•
*' Problema II. . . . . .
§. 2o. Denotet T terminum indici n. : refpondentem,
in ferie quam confiderandam, fufcepimus, at vero T^ ter
minum fequentem, atque proponatur' haec conditio adimplenda:
'T^ — 935 -*-£}333 *-£}T - ' - •
— (g fiT} Ib)(3TTE-T57)
Solutio. . . ., , ,
Quoniam hic valores geminati occurrunt, huic con
ditioni commodiffime fatisfiet , fi terminus generalis T tan
quam produ&um ex duobus fa&oribus fpe&etur. Statuatur
igitur T = R S, fitque terminus fequens = R^ S/, et quae
rantur formulae R et S, vt fiat , ' -
3 . … R = 3;==; R et s(=###s, . . . . ' '
tum enim fumendo T = R S conditioni praefcriptae mani
fefto fàtisfiet Hoc igitur modo pro R et S vel huiusmodi
I *- - - -
formulae: fx*-'dv, vel inuerfaejYETE reperientur , id
• * * ' •
quod pro folutione generali fufficit, vnde rem exemplo , il
luftremus. -
, • . ' Exemplum. . . . .
• ' §. 2 r. ' Quaeratur formula generalis T, vt fiat .
'T^ — • • — £ s T. ' ' '
Refoluamus igitur T in duos fa&ores R et S, ac ftatuamus
:',. R^==#£ R et S^ =*** S.m,
Pro
•&#3 ) 193 ( §*-
Pro priore forma fi ftatuamus R = ^x*-' d v, ex folutione
generali, vbi erit &=1 , a = — c, 3 = 1 et b= o, fiet
Q = C x-* (1 — x)*,
quae forma manifefto euanefcit pofito vti, hincque quia fit
V = C x*-* ( i — x)*, -
haec forma etiam cafu x = o euanefcit , fi modo m fuerit
> c, id quod tu*o affumi poteft , quia exponentem m fuc
ccffiue in infinitum crefcere affumimus, ac plerumque pro
c fra&iones tantum accipi folent. Hinc ergo erit
R= C /x*-*-' (1 — x)**' d x.
§. 22. Hinc iam alter valor litterae S deduci pos
fet , fcribendo tantum — c loco c , tum autem non am
plius fieret Q = o pofito x = I , quamobrem pro S for
- I -
mulam inuerfàm f¥-THE affumi oportet, vt effe dcbeat
m — * n - 1 -
fx* dv =,-#. /x*-' dv, -
vbi cum fit & = 1 , a = o , ß= 1 et b = c , reperitur
Q = C ( I — x)*, quae forma manifefto fit = o pofito
x = 1 , hinc autem prodit




— c ^x*-* (i — x)— ' d x * -
confequenter formula noftra generalis quaefita erit :
- fx*-*-* (1 — x)*-' d x
- -
=7¥=T; Ey=TZXT°
* * . .
· Euleri 0p. Anal. Tom. II. B b §. 23.
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§. 23. Quod fi ergo noftrae feriei per fa&ores.
procedentis primum terminum ponamus = A, ipfà fèries erit
I. II. III. * IV.
- c c - c c 1 — C C - C-C -c. d. -
A. ! = * *. A, '.- *°. : =*°. A, L-#*. t=**. *-£ *A, etc,
I. 1 4- I 4. 9 -
vnde fi fumamus c = ; , erit haec feries
A, : :. A, : :. i-:. A, £-£. £-£. 3-4. A, etc.
* AETE* » T, • AT, * 3 ST5 • 4.TA * ¢ 6
cuius ergo terminus indici m refpondens eft
fx*T* (r — x)T* d x
fx*T*(. — «)T* dx'




/y**T* (1 — yy)T* d y
vnde patet , terminum primum fore
A = f. *2*,: / 3 d y._ — τ*
vt 1 — 55)* J y ( i — yy) - *
pofito fcilicet poft integrationem y = r.
Problema. *
Denotet T terminum feriei indici n refpondentem, fint
que T^ et T^^ termini fequentes pro indicibu* n -+- 1 et
n -+- 2, / proponatur inter ternos terminos fe infequentes talis
relatio, vt fit
-
( c. n -+-a)T=(ßn-H b)T^-+-(yn-- c)T^/;
jgu!/igare formulam pro T, qua terminus generalis huius
/eriei exprimatur.
Solutio. -
•*£*3 ) * 95 ( $&&•
Solutio.
§. 24. Affumatur pro T formula integralis /x*-'dv,
huiusque integrale ita capiatur, vt euanefcat pofito x= o,
eruntque termini fequentes
T^ = fx' dv et T^^ —fx*+* d v,
fiquidem poft integrationem variabili x certus valor de
terminatus tribuatur. Quamdiu autem haec quantftas x vt
variabilis fpe&tatur, ponamus effe
(&m-+-a)T=(3n-- b)T^-+-(ym-+-c)T^^+-x"Q ,
ac perfpicuum eft Q eiusmodi fun&ionem effe debere ipfi
vs x, quae euanefcat, fi loco x valor ille determinarus fub
ftituatur, quem autem a ciphra diuerfum effe oportet,
quoniam iam affumfimus, omnes iftas formulas in nihilum
'abire pofito x = o. uodfi vero, abfoluto calculo , . huic
conditioni nullo modo fatisfieri poterit, id erit indicio, pro
blema noftrum hac ratione refolui non poffe , vt fcilicet
eius terminus generalis T per talem formulam differentialem
fimplicem fx*-* d v exhibeatur.
§. 25. Differentiemus nunc aequationem modo ftâ
bilitam , ac diuifione fa&a per x"-' fequens prodibit
aequatio: -
(& m-+- a)dv=(3n--6)x dv+(y m +c)xx dv+mQdx-+-xdQ,
quae, quia termini littera m affe&i feorfim fe deftruere de
5ent, difcerpetur in binas fequentes aequationes :
1° & d v — 3 x d v -+- y x x d v -+- Q d x ,
2° a d v= b x d v -+- c x x d v -+- x d Q,
B b 2 eX
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ex quarum priore fit - - • • . -
- Q d 3c - * . -
dv = =£'£;a;, - - - - -
ex altera vero fit ' ' -..- '
d v = * 4 Q.— I
ATBTxTTETETF 3 .
quorum valorum pofterior per priorem diuifus praebet.
�Q-— d x (a — b x — c x x ) •.
Q - TxTaTE 3ATETYAT¥j » -
ex cuius ergo integratione valor ipfius Q elici debet, quo
fa&o facile patebit , vtrum is certo quodam cafu praeter
x = o euanefcere poffit. lmprimis autem hic notari con
-
X
venit , fi hoc integrale inuoluat huiusmodi fa&orem e*, tum
folutionem quoque fucceffu effe carituram, quandoquidem
pofito x= o ifte fi&tor tantam inuoluet infiniti poteftatem,
vt , etiamfi per x" multiplicetur , . produ&um etiamnum im
finitum maneat. ' ' . , r
§. 26. Quod fi igitur his conditionibus, praefcriptis
fàtisfacere licuerit,Ttum inuento valore litterae Q, quem po
namus fieri = o pofito x = f, habebitur
- Q d r.
dv =;=;$£*;… , - -
• ' …
et formula generalis naturam feriei comple&ens erit -
acti- ' Q d x 'I
T= fx*-' dv — / T. , '
cz — 3 x -- y x x . ^ * * * *
quippe cuius integrale , a termino x = o vsque ad termi
num x =f extenfum, praebebit valorem termini T, indici
cuicunque m refpondentis.
Scholiom.
•&#3 }). 197 ( $%• .
• Scholion. .
§. 27. Inuenta autem : tali relatione inter ternos
terminos cuiuspiam feriei fibi inuicem fuccedentes, inde more
folito formari poterit fra&io continua, cuius valorem affigna
re licebit. Si enim chara&eres T^, T^^, T^//, T", etc. de
notent ordine omnes terminos poft T fequentes in infini
tum, ex relationibus , quas inter fe tenent, fequentes for
mulae deducentur. Ex relatione -
(& m-+-a)T=(3n.+-b)T^-+-(ym-+-c)T^
deducitur - - -
T — (^y m —4— c)(a. n -+- a. —— a)
(& m-+-a)£=ßm-+-b-+-%££££####.
Ex relatione fequente . . .. , • , • • .
(&m-+&+a)T^=(ßm+ 3+6)T/^-+(y m-+-y+ c)T^^^
deducitur - - , ' - - .




Simili, modo fequentes relationes füppeditabunt : '
-w " - -
(& m-+-2&+ a)£,=ßn+2 ß+b+%#%#%#### -(ZETEaTI IG) T7JV;TuNT ?
- ; (&n+3 &+a);%=(ßm+3ß+b)+%£££££#£#';(αηι I, aÆJruJT*T, *
vnde manifeftum eft , fi in prima formula continuoi fequen
tes valores ordine fubftituantur, prodituram effe fra&ionem
continuam, cuius valor aequalis erit formulae (&m-+-a)£.
. §. 28. Quod fi ergo loco n fucceffiue fcribamus
numeros I, 2, 3, 4,, etc., fequens problema circa fra&tionescontinuas refoluere poterimus. * ; . . .' . i
B b g - Pro
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JProblema.








eius valorem inueffigare. -
Solutio.
Confideretur in genere ifta relatio inter 'ternas quan
titates fibi fuccedentes T, T^, T^^, quae fit ,
(&m-+-a)T=(ßm-+-b)T/-+-(ym-+-c)T/^,
atque ex praecedente Problemate quaeratur valor ipfius T;
fiquidem fieri poteft, hoc modo expreffus :
- t m - i - x"-' Q d x
« T=^x dv =/3 Eg7*;**•
cuius integrale ab x= o vsque ad x=f extendatur, quae
formula inuenta ponatur
-* =§.£=; — A , et fa-£%£äa=B,
ita vt 'A et B fint valores ipfius T, pro cafibus m = 1 ~et
n = 2, quibus definitis fra&ionis continuae propofitae valor
per praecedentia erit = £*=;* A. Hanc igitur inueftigatio
nem ad fequentia exempla accommodemus.
Exem
••&#3 ) , 199. ( §£*•
Exemplum I.
§. 29. Inueffigare valorem fraäionis continuae notiffi
mae, quàm olim Brouncherus pro quadratura circuli protulit,
quae eff




Quia omnes partes integrae laeuam refpici
fìantes = a, pro noftra forma generali fiet
g-+ b= 2, 2 8--6= 2 , 3 3—4-b=2 etc.
ntes funt con
erit ergo B— o et b = 2 ; at pro numeratoribus fequentium
fraaioium, quandoquidem conftant binis fa&oribus, erit Pr°
fa&oribus prioribus
3)-, e- r, 29+ c= 3, 3y+e= 5, 4y-+*=7 •
vnde concluditur y= 2 et c=— 1 , pro alteris vero erit
aa. -}- d= 1 , 3 cz-Ha= 3 , 4 cz-{- a=5 ctc.
vnde «— • et a=— 3. Ex his autem valoribus colligim*
hanc aequationem
£Q-— — d x ( s -+- 2 z—z z.)
3-- £{T-Ex JT?
quae per 1 -+- x depreffa praebet
do — _ d * (* — *) -
a, — AT£(È =*j *
vnde integrando fit







••33 ) 2oo (! $3«•
•
ex quo valore porro fequitur * -
( 1 — x ) d x d x
A=^—; …—f -
= x' (1 — x x) 2 x (1 + x)Vx
_ , (' - *) ** _ , d x • .
B=f % =/;T; -+- x) Vx' *-
2 x* (1 — x x)
§. 3o. In his autcm valoribus iftud incommodum
deprehenditur, quod prius integrale euanefcens reddi nequit
pofito x = o. Hoc autcm incommodum facile remoueri po
teft, fi fra&icnem continuam fùpremo membro truncemus, et
quaeramus, valorem iftius fra&ionis : ' , '
2 -f- 3. 3_ • .
v . . .: 2 -+- 5. 5__ , ' ' ,
- 2 —H etc. ' • .
qui fi repertus fuerit =s, erit ipfius propofitae valor =b-+£
Nunc vero, comparatione inftituta, fit quidem, vt ante , ß=o
et b = 2 , tum vero y = 2 et c = -+- 1', cz= 2 et a=— 1,
vnd uitu (
vnde fequitur
ao — — d *{**-**-*-**)— — deti-*-*)
ô — ;TAT ,-=-*-;5- — T ;ATT=A) »
vnde integrando fit • ' -
1 Q = — ; 1 x -+- 1(1 — x) ideoque Q=*;*,
ex quo valore iam habebimus , ' '
— ^( i — x ) d x — 1 d.*._ - -
A — #>#;= i/t-jy. et
1B — i fd x v z
— * J . _,_ ac
vbi cum fit Q=##, eius valor manifefto euanefcit pofito
x = 1 , quamobrem illa integralia a termino x = o, vsque
ad x = 1 funt extendenda.
§. 3 I.
•*&$3 ) 2O I ( §#3<• r.
§. 31. Quo nunc haec integralia facilius eruamus,
(latuamüs x = z 2 , ita vt termini integrationis etiamnunc
{int : = o et z = 1 , eritque . , •
- - d 2. — —* erA= f,-£== A tang. <=? €t
._ ^z z d z — r — ?;
B=/*£*= — : . . . . . -
ficque habebimus s =; £;, quocirca ipfius fra&ioais Broun
4. - -






§. 3*. Inueftigare valorem huius fraäionis continuae
Erouncfieriana latius patentis: …
• \ (• • '•
b —+- I. 1I : - - -
b -+- 3. 3 , .
b —— 5. 5 .
'b -+- etc. -
- • • * .-* * . \. . …
V, hic incommodum fuperius euitemus, omittamus mem
brum fùpremum et quaeramus ` `
s = b -+- 3. 3 … »* , T. •• C.
-+- 5. 5 . . * s - - -
É —H - €tc. --- 'v- _
quandoquidem tum erit valor quaefitus = b + 3. Nunc igi
tur erit ß = o et b = b, y = 2, c= y, & = 2 et a = — 1,
vnde fit
ao — _a xt*-+**+**) -
- £#* # , ac proinde
o —
1Q—— ; t x — ®= t (1 + x) -+- *=* 1(1 — x),
Euleri Op. Anal. Tom. II. C c - Q=
· · · · · ; - - * ,
-
hincque . ' '° '' • • • ' ' . -* - .
* ' *** **** * * 5-,-, ' ' ** :t • • ^ • . .;:,:,.. 1: ';
-_- ( I - x) 4* -; : – – – - .. * -T *, '*
Q = ÈCLI? • • . / ', - ^
( 1 + x)TTV x
quae formula manifefto fit = o ponendo x = 1, fiquidem
b -+- 2 fuerit numerus pofitiuus, vnde fit * * • ** : …
. ' ' ' b-gi'' « . * I 'o to'jy • , •\-,
I — * ) * ~.
d v — ( *2i-. ." .''.', '* ; ' ; ;i
2 (1 + x) : * Vxºr^^ T
Hinc autem colligetur v . . • ' v ., .
b— z ' t ' , ***** *. •,• , * : 1 • *
( t — x) : d x
A = ; f b—- 2 * *
(1 + x) * V x - !
b— 2 '• - . ' _ '
, ,(1 — x) : dx Vx
B — £f b—H2 »
at ii, iiti:i!, ii, ***: : ;. , .',
( 1 + x)T*T *' • f ■ , … ': ■ L
.• • n. - ;• • r, • , ■ • , • ', . *. * ,'
fiue ponendo x = z z habebimus'
b—2
1 — z z ) *I dz · · ·
A=/(t**2 -£;
*. - b — 2 - *• • •_ -
1 — z z)Tz z d x \
B = /' È--3T » - i -'.'
*.
- ( 1 —- z z), *
quae ambo integralia a z= o vsque ad z = 1 fünt exten
dcnda. Ex his autem valoribus A et B erit s = £ ; ipfius
E
•. RT %
igitur fra&ionis propofitae valor erit = b -+- £ = b "; T.
• 42•
-433 ) ao3 ( %&-
§. 32. Quod fi hic ponatur b = 2 , prodit cafus
ante expofitus a quadratura circuli pendens , quippe quo,
• • •
cafu formula fit rationalis. Quando autem exponentes *E*
et &: non funt numeri integri, tum litteras A et B ne
que per arcus circulares , neque per logarithmos exprimere
licet. Veluti fi fuerit b = 4, erit -
A s— de V (:= £ z) » - • '
• v, — * . , (1 -+- z z)* * * -
cuius valor per arcus ellipticos * exhiberi poffet. c At fi b
fuerit numerus impar, hi valores multo magis euadunt tran
fcendentes, ita vt his ipfis litteris A et B debeamus effe
contenti. Contra autem fi exponentes illi fiant numeri in
tegri, totum negotium per arcus circulares expedire licebit.
• -. -*
• §. 33. Exponentes autem illi *=* et *==: erunt
numeri integri , quoties fuerit b numerus huius formae :
- - • - - • . - v, * •
b= 4. i -+- 2 - 1 , • , , - . . . +
tum enim erit . • ' ' - … , , | ( ;
. A. (r — z z)' dz • * * ,
=/άΤ£j=; * • • - - -
B — r —z z)' z z dz ; . . - ~ .;.
(1 -+- z z)'t' • . /.
quos ergo cafus quomodo euolui oporteat operae pretium
erit docere, quoniam /Vallifius eos iam eft contemplatus.
Ct
§. 34. Quoniam hoc negotium totum redit , ad re
du&ionem huiusmodi formularum integralium ad formas
- C c 2 fim
-&: ) ao4 ( %&-
- - r &m
- - fideremus in genere for P — ————<=fimpliciores, confid m3fm (1+zz)**
cuius differentiale fub fequentibus formis exhiberi poteft:
- m 3:" — i d z 2 m z"**- * d 2;
=(FIzzy T(t Ez zy-F
m z"-' d z (2 m — m\ z"-*-' dz
= (. -Egz)EFTT( i -j- z zyEF
(2 n — m) z"-' d z ' . 2 m z"- ' dz
* ' 1°) d P
2°) d P
3°) 4 P =-*-TT=A5--«ITEF;
vnde hanc triplicem redu&tionem integralium deducimus:
_ x"--' d z m . z"-' dz r :"* - -
I. /EIEF- /û +- z z)" T?7; (ΓΕΣΣF •.
II. /ÂTi = //, / ££- I - :^ "
(1+zz)"-*-*- a n- m* (1+z z)* am-m(1+A z)"
z"-' d z ' om - m *"-* dz. ys. 1 , 2:"..-,, , ,
''' /άT£=**/άExj*£{jtj; ' '
quarum redu&ionum ope cafibus b = 4 i —-- 2 totum ne
gotium abfolui et ad formulam % reduci pQterit, fiquidem
poft integrationem fumatur z = 1.
§. 35. Sit i = 1 ideoque 3 =:6 eritque
- ( i — z, z) d z. _ ^(/1 - 2. z) z z4
A= /*£#* et B= fu£££#!s.
'Nunc igitur reperiemus per redu&ionem tertiam
d * . --. : d z i z ._. ^f „m. . n
( I -,- z z.)* T * ;-… -+- §. i-p*=;=:';-i- ;
-et per redu&ionem primam
t ^ z z. d 2% — 1 d z, r. z, — * — *
• . , *£££;;= i/; £.— ;-;-;*===3 -;; , porro
3. d 3 I — 3 z z. i z. 1 23 -— 5 — 3 12
7EFAT. — ä / JIAIZTE T £ * ATTIZTg — 4 ;-•
Ex
-&3 ) 2o5 ( 3*.
Rx his iam valoribus colligitur A = i.** B=*. —:, ideo
que £ = r — 3 , quocirca orietur i(ta fummatio:
A
3-4- Tr — 6-- I. 1 - - -
6-f- 3. 3 . L --
3--3.5
6 —— 7. 7
6 —— etC. «.
· · · ·
§. 36. Sit nunc i = 2 et &= ro, eritque
— ^( 1 — 23.)* d3 — rz26— ** ra*
A = f. (T-E zz )* et B i, TTPzzyT*
Quo harum integralium valores inueftigemus, fequentes euol
Jámus, formulas:, ^, . , … - ' ' / … ' ' * . **
d z — 3 d z - m. 2 * * * —, 37r - , . - - - -ft-£;=*/&#y + ;-{£z , -*• . 35 -+- # _A'. „ • • j * * c\
z 2 43 = 4/,££ — ! %_ — ■
(LEZj* - 3-/ ( A-zz.)? * •(Ez — *•
•fá£ ; fíÉÉÉ — ; z3 . 3?; ._ *
j£=i/j£¤ T**®EF — '' .'fÉ à 2 '— 3 f* d. 2. — 3.— ** 3 — , s * * •'.
(TZZ¥ — 3-/ (i-,-z zj* 3 * (TL,Lzz)? — • 32 * *- . '.
Ex quibus iam valoribus deducitur A = ? et B— 2 — *#,
ideoque ; '£**, vnde emergit fequens fümmatio :
;- =
3 m -+- '£ — I o -+- I. I
1: .—-*
Σo -+-3- 3 -
• ^* ,, • • • • * • , ; io-- 5. 5
3 • ' •*'. • * i ** . , 't;...* c * * * , ' To-H- etc.; ' . . ,,£*
§. 37. Si b effet numerus negatiuus , inueftigatio
auIIa prorfùs Iaboraret difficultat& si enim in genere fuerit
• • • • *
{C c 3 ' , , , £>
•*353 ), 2c6 ( §£3
. . t,' •'•— . • * . a . ' • -.. *; • • - - - *
3 c- a -+- cz - , … e. ' . ' * , if . r *
Eö-E3_ - ; ' . ' - - - ; .





?*/? . ,. . . . • . •>
c+ y -
* * * * * ' ' . ' ' ' '^ : e--- etc. • . . , * *
vnde fi habeatur valor iftius expreffionis, idem negatiue
fumtus dabit valorem illius. . . •,
s , _^
, _ , Exemplum 3. ,
§. 3 s. Propofita /it fraéîio, continua • cuius valorem
inueftigari oporteat, i/fa : . . \ • ' ' …
* * * 1 -+- 1. r — ' , ■ ^ , , i . . : f
3--3. 3 I ' ' ' ' '
5-+- 5. 5 _ . .
7+7:7 ;
a .* ' 9 -+- etc.
Quo fra&iones füpra allegatas, omiffo membro fupremo, fint
3 -f- 3. 3 ,
- 5-4-5. 5 ' , *
t .,—-, ,. -i. , , . . • *** . .
7-*- 7. 7 __ · · · · · ·. e.*t ;
9—H etc.
eritque ß+ b = 3, 2 3-4- b=s, ideoque 3= 2 et b = 1 ;
tum vero vt ante cz = 2 , a = — I , y = 2 et c = -+- I 3
Inuento




1. • -* - *.
• • • •.'. .
-* ,) ao7 ( 33
inuento aute -s „— ;
Inue item s, erit, valor,quaefitus, = s + ;
tur habebimus t — e V -
4 9-— _ d x ( t +-*-+-*3). . E(£ ver6 II -- . j t,
… :.:ri- $ T. ,?''T*T° i-* • * . , vhde fit **** ***
- 2: …T3T3 , vfi e t
.** 1* p*i rfr. 3r)
ΣΤΓΣΤΣ Σ) — x τ • •
1 Q = — ; 1 x —f£ * ' *-.*}1 i — x — z 3c *
I*J''''/. i. ££*7j.77 .v. I. . . . . ,. '.
Porro vero pro formula, /££ *•. inueniendà, ftatuamus
denominatorem' ' • -• ' *°^ 7^^ '. — ' * * -
x — x — x x = (r —f x)(1 — g x)' * °**': -…”
eritque f+ g = 1 et fg = — 1 , vnde fit *. ' *
170. I, j. * fi- • *- * * et g— •= v s «, , , , , a;. : *oi*; …
• . f,s*; .,..;*;rT * z .. ' - - 2. e*
« Jtifi*:Jiib 2.'* ,-f.] To .• ,, *,
Nunc ftatuatur,,, .„, , , , , ,
r —*— 3c. -_ % } $3 -
x — x — x x T » - f ac I — g 3 ? • - • • • 1 < > jii , , ,. ,
vnde reperietur n. -
% = ! —#- f et3 ---- g*g* rJi - - .
-g - — , f — g ,
o. ***, no …..i:, pia
:'stot. i . rri : … .:o ;
.^'* ' T* & .* \ * • . .? . . .'. ,-. . .
fiue fubßitutis pro f et g valoribus füpra datis erit
- 1 * ,
4
— v 5 -- 3 — v 5 -- 3 -
9{ — ;7;— et 38 — aTWgT > • - ■ • • - N
quibus inuentis erit \
££=*=- % 1(1 — fx) — § 1(1 — g x)=
* —G?1(1 —fx)-£#> 1(* — g x)
quocirca fiet - -
1Q = — ; fx +%#!) f(1 —f x) + £;?/(1 —g *)
- 2 V 5 2 V s
confequenter
*/s —#- * ¥ s — *
_ (1 — fx) * "* (i — g *) * "' .
• •* Y x »
. • . qùi
'•&#3 ) aos ( $£-
· · · - ' — r - … .\ , , , , , r•(•. *;'.' ' • . - -• • •
qui valor duobus cafibus euariefçit : altero* quo
£ g , 1. **;**
-
- 31* . . . . . • , i ., !
— I - z — V 5 — 1 -
— ■ — TE — T-.- • … s _ _ ,
altero vero quo. x=;=— ; =;' £; vtrouis autem vtamur, res
eodem redibit. • , ,\
„, , §. 39. Ex hoc autem valore habebimus
<••• • • • j- • j - · · · · · · · · • - • • I —– ■ . - a. i * •.• • • • • •. • *• -
- Q. a * .. ... a . . r' Q x d * '* *'* ' ' * *
A = ;-=* *… et B =/;£:£., . *
vnde porro deducitur \ ' - .
_ A . * * * * * *
- A — -
s = (cz + a); — ;- , \ • • • g . .'\
-, \ - • • c* '-
hinc propofitae fra&ionis fumma erit, 1 -+-£. Hinc autem
nihil vlterius concludere licet, ob formulas differentiales
non folum irrationales , fed etiam vere transfcendentes 6b
exponentes furdos. : • . * , … - ' . '
* .3; ^**) : .hu*
Exemplum 4. , . .
§. 4o. Propo/ita /it haec fraäio continua: , ^ ., *•
b—H I. I - v · · · ·
YIIZIZ - - - - -* *.- -^
6--3. 3 . · · · · . • •
b-+-4. 4 — ' ^
b -+- etc. -
vbi eff ß = o, b= b.
INunc confideremus hanc formam:




· quippe quo vaIore inuento quaefitus erit = b -+-;. Habe
bimus igitur y —— c = 2 , 2 y + c = 3, ideoque y = 1 et
-
£II,
•*&$3 ) 2o9 ( £*-
e = 1 , deinde erit az = y = 1 , a = o et c = I. Hinc igi
tur colligimus
£=—**#*##*l= —4#£*', ideoque
1 Q= — : 1#£ -+-; 1(1 — x x) hincque
5 b —— 1
(1 — x)* V(1 — x x) (1 — x) *
Q= b - 6 — 1 )
(1 -+- x)* , (1 + x)'*
quae quantitas manifefto euanefcit pofito x = 1. Hinc igi
tur fiet - * . . . • '. . *
Q d £-£-t b- *
%; 1 — x) * d x .(1 — x) * dx
A=/,$£=/' % =/' l£; Ct
1 (1+x)* (1-xx) . . (1 +x) * … , :
b- ! • « * •
x ( r — x) * d x -
B =f b -+- ! 2.
(1 —Hx) *
tum autem erit : = (a -+- a);-= ; ideoque fumma quae-,
fita b -+-;.
§. 41. Percurramus nunc cafus praecipuos: ac primo fit b = r eritque • A*
A= f£. — 1 (1 -+- x) = t 2 et
—^* d ae — d -
*- B=f### = x — ;£ = 1 — 1 2 ,
ideoque b -+-£= i;; ergo hinc prodiit i(la fummatio :
Euleri Op. Aaal. Tom. II. D d
i.
-
•**$3 ) 2 1 o ( $•
;= I + I. I
ITET .
I + 3. 3
I-H etC.
§. 42. Sit nunc b = 2 eritque
' „dx V(1 —x) xdx V(1 —x
A=/ ——;- et B =f–—;-.
(1 —4-x)* (1 -+- x)*
Ad has formulas rationales reddendas ftatuamus
t - z 2
Z:T*= z , eritque X =;… ,
*WT-}- z ~
vnde terminis integrationis x = o et x= 1 refpondebunt
z = 1 et z = o ; tum vero erit - -
- 2 — _ _ * * d *
1 -+- x=;… et d x =— ;{££;;,
hincque colligitur
A=— 2 f£££*=— 2 x-+- 2 A tang. z+2 —£=2 —:,1 -}- z z. ~
-
porro fit .
•_ _. 2 z d 23 - z* J z " . ' ' : :
B — 2 /;££££; —H 2 {ΠΓΖz}i * - *
Per redu&iones igitur fupra § 35 monftratas, fi hic fcilicet
terminos integrationis z = I et z = o permutemus, vt ha
- * *_• . . * . .
beamus !
- z 2 d * _ _ * z4 d *, -
B = -+- 2 /;##£; 2 /;£;, erit
= 2 (? — ;)— 2 (:— 3)= r — 3 ,
vnde fequitur ifta fummatio:
� ••
•»££3 ). 2 1 I '( $3*•
** -
tt;-= 2 -+- I. :
. * -+- 3* 3 .
2-+- 4- 4-__
2 -+- etc.
quae Brouncherianae fimplicitate nihil «cedit.
§. 43. Si ponamus b = o, fra&io continua abit in
fequens continuum produ£tum: -
1 , 1 :. s 5. 5 7• 7 C.
;T • 7- z.T3 • T * €t
hoc autem cafu fit
A=fa£;;= : et B =fá£=;= 1
^y\ 1—2c2c) v(T-z x) ~
2
vnde i(lius produ&i valor colligitur #, id quod egregie con
„enit cum iam dudum cognitis , quandoquidem hoc pro
duaum eft ipfà progreffio /^allifana. v,
… • • Exemplum 5.
§. 44. Propofita fit haec fraâio continua , vbi






Omiffo fupremo membro ftatuamus
s=b -+- 3 -
b—— 6
ÉITetc.
D d 2 . Ct
•*&$3 ) 2 1 2 ( §#3<*
et primo numeratores per produ&a repraefentemus, hoc modo:
3 — 2. i , 6 — 3. £ , I o E 4. £ .
quorum priores comparentur cum formulis
- 'y +— c, 2 y -+- c, 3 y -+- c ,
pofteriores vero cum formulis 2 a: + a, 3 &+ a, 4a-4-a , erit
que y = I , c = 1 , cz = £ , a == E, vnde erit
d Q d x (; — b x — x x) d x (1 — 2 b x — 2 x x.
Q_—TEG— xx)TT-Tx (£E a xyyT
d Q _ dx 2 b d x
fiue Q`= z - TEAE .
cuius integrale eft - -
1 Q = 1 x — ;; 1; t£, ergoT-T3TVT3? *
b
v 3 - *
_ x (x — x Y 2)''. .. ' ' . ' ,
-* - _b_ ? -• •
(1 —— x V 2 )*'* -
quae formula euanefcit cafu x = ;,. Hinc igitur erit
* b
• x (1 — x V 2)'* d x *- .
d v 2— _b_ *
Sit % = A eritque
v 2 -
x ( 1 — x V 2 j* d x ; v (1 — x V 2}^-'dx
^= * /άΣΠΑΣyj. — * (IIxV.}F
Ct · · · · · I. o . )
B — •/**'**'*' **, •'•'. . . .
— ( 1 -+- x V 2 )^-+-' • .
vbi poft integrationem ftatuitur x= £; tum autem fit s =#,
- - - B
hincque valor fra&ionis propofitae = b -+-#. a
a. §. 45•
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• ' §. 45. Nifi igitur fuerit à = #, numerus, ratio
nafis, hos valores commode affignare non licet. Sit igitur
b= V 2, fiue λ — 1 , eritque
- ac d * - 2e ac di ac
A= 2 /;;-§£-; et ' B — 2 {TTTTT7T}*• r
Hinc integrando colligitur
A= 1(1 -+- x V a)—;##;
ideoque pofito xV2=I fiet A=! 2-;; tum vero reperitur
B = — — — V 2. 1 2 , , •
2 v z
quare ob b = V 2 erit b +£ =;-ra-;';—;, vnde fequitur
haec fummatio : • « • • « - ' … . . •
;;;;;;=;= V2+ 1 • ' . '. i
- Y 2 -+-3_ - 1
1/ 2—4-6 *.
1/ 2 -+- etc.
- - _- ' "- . . Scholion. - - , '.' -
§. 46. Fra&iones autem continuae , ad quas ple
rumque calculo numerico deducimur, huiusmodi formam ha
*•
• bere fblent:, -i. ….. , , ■ '..., , ¢ - 4. T.
43 —f- I *. I. 10 : •' si - - • ^ - ':. 1. 1 ' . '
b -+- 1 - -
c-r- I -
d-+- 1 -
6 —H €tC. i '. '. * ., . '
vbi omnes numeratores funt vnitates , denominatoFes vero
a, b, c, d, etc. numeri integri. Verum ope* noftrae methodi
difficulter talium formarum valores eruere licet, etiamfi nu
. D d 2 - meri
1
* •*$3 ). 2 14 ( $#3-
meri a, b, e, d, e progreffionem arithmeticam conftituant,
id quod fequehti exemplo oftendamus. • . • . . „. .
· · · · · · · · · · · ·
... ' Exemplum. • . . . ,
§. 47. Propofita fit iffa fraâio continua :
ß-+- b-+- i _ ._ ,
„ , , a ß-+ b+ 1 … -
* ' ' ' ' ' 33-FWEET__ '
4 8--- b -+- 1
…
- 5 3+ b+- etc.
vbi & = o, y = o, a = 1 , c = r. • ' • • -• ' .
Hinc fit
-
43=— '* ti -;#==*), vnde
— ■ b oc
/ Q=;;-+-}- 1 x -+- § et
i -+- x x 5
quae autem expreffio nullo cafu euanefcere poteft, etiamfi per
x* multiplicetur, fiquidem ß fuerit numerus pofitiuus. Verum
fi pro ß fumamus numeros negatiuos puta, 8=- m , tum
—& — (1+xx)
-
valor Q = x7«eT*T , manifefto euanefcit, tam fi *=£,
quam fi x = co. Hinc autem erit 1 - .'
— b — i — x x. .\
ac m. e't * d x.




A = #,-/ -- -5—--■; ; et . _• •
m b
.*+i, e fmi 3
•&#3 ) *** ( 3*-
-
d x_ . - -• • ! -_- - - -
• • m δ 1 -+- ac ac * - - - -
£X; 5. e m x - -- - - -
His valoribus inuentis formula £ exprimet fummam huius




quamobrem formula illa negatiue fumta — # exprimet va
lorem huius fra&ionis continuae:
- - - - - - - - - - - - - • r .*, - - - "
1. ;: . * vm-i-b-+ 1 ! :;*! . _ * _ • *i ff;*** , .'!, r. ; ■ , !
-—- - - · · · · ` - • • • • • • • • • **
, ^ II. {A\ <!j,'0's *m- 6--r. - £ • ' - 3 -- '*\ j • • !• . ' • • • • • • • • •
*\ . ' ... - ' ••
3 m— b+ 1 · · · - * „•• * - - *
4m-b-+- etc.
quem igitur affignare liceret, fi modo formulae integrales
A et B expediri et a termino x = o ad x = co extendi
poffent. Verum iftae formulae , ita funt comparatae, vt
earum integratio nullo plane cafu per - quantitates cognitas
£xprimi , queat , quod tamen non impedit, quo minus fra&io
£- valorgs, fatis cognitos inuoluere queat, etiamfi eos nullo
adhuc modo affignare valeamus.
… , . * . - ^
§. 49. Talium autem fra&ionum continuarum mihi
quidem binae fequentes innotuere, quarum valores commo
de exhiber$ licet : .. . - … - .. , . '. * ' • ... . p.
- . -
.* ' ' ' . . . . 1 : 2
f,-+- I *
3 m -+- 1 -
- - . I, 5 m + m. • , - : • * *
* - * • • • • -* • * • - - • - ' t -. . · · · · · · · · · · · ' ;
'7 m -+- 1 È • •
e* 2 . i
7, - -
- - e* — I
13— I
3 m— I *
5 m- 1
f1— I .. -7 --- - . . . . ;. )
9 m— etc.. . - cot. ; ^ . ■ •. -
Harum fra&ionum prior cum formulis poftremi ;, exempli
collata praebet m — b = m, 2 m — b E 3 m, ideoque m = 2 m
et b = m, vnde fit -
A =;; 5_ J -- 3- 3 et
ac* , e, * n * •
• _ . d x
e. B = i; 3_ 1 -+- 2c 3 ?
;* € 2 fi, - -
vnde iam difcimus fi hae duae formuläe integrentur ä ter




. .' £ , .. •
2 -* _ ,
A r -+- e*
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S V M M A T I O
FRACTIONIS CONTINVAE,
CVIVS INDICES PROGRESSIONEM ARITHMETICAM
constrtvvs r, - -
DVM NVMERATORES OMNES svNT VNITATES;
vBI SIMVL REsoLvtio AEqvAtIoNis RiccATIANAE PER HVIVS
MODI FRACTIONES DOCETVR. -
§. r.
Cy in praecedente differtatione methodum expofuiffem ;
fra&iones continuas ad duas formulas integrales redu
cendi , ea quidem infinitis cafibus feliciter fucce(fit : at
vero cafus, qui fimpliciffimus videtur, vbi omnes nu
meratores inter fe ponuntur aequales, ad eiusmodi formulas
integrales perduxit, quas nullo adhuc modo euoluere et
inter fe comparare licuit , cum tamen ex hoc genere binae





3 m-+- I - -
5 *** . . eT-- 1
7m-+- etc. 1…
Euleri Op. Anal. Tom. II. E e . . /* — I
•*&$3 ) 2 18 ( §#3«•
11— I
3 %— I = cot.;
5 m- I
77T€Tc.
quarum quidem altera ex altera facile deducitur, fi loco n
fcribatur m V— 1.
§. 2. Quando autem indices aliam quamcunque pro
greffionem arithmeticam fequuntur , fummationem talium.
fra&ionum continuarum iam olim in Tomo XI veterum] Com
mentar. noftrae Academiae fingulari prorfus modo ad aequa
tionem Riccatianam reduxi. Methodus autem , . qua hoc
praeftiti, ibi nimis fuccin&e eft expofita; quare, cum ea plu
rimum in receffu habere videatur, eam hic operae pretium
erit vberius explicare ; praecipue cum non folum nemo
vim illius methodi animaduertiffe videatur, fed etiam ipfè
eius penitus effem oblitus.
§. 3. Quo ifthanc inueftigationem clarius ob ocu
los ponam, exordiar a fra&ione generali, cuius quidem
omnes numeratores fint vnitates, indices autem in genere
litteris a, b, c, d, e, f, etc. defignentur, ita vt ipfà fra&io
continua hanc habeat formam :
4—H I




cuius valor littera S indicetur, ad quem proxime fàltem
cognofcendum, ex indicibus a, b, c, d, e, etc. formetur
more folito feries fequentium fra&ionnm : . ô
(3
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a b c d e
A B C D E
§- 3 á á á etc.
quarum tam numeratores quam denominatores fequenti mo
do ex binis praecedentibus determinantur:
A=a, B=A b-4- 1, C= B c+A, D=Cd-+ B, etc.
%= 1, 3—9(b, €= §8c+%, ®=€d-+8, etc.
§. 4. Nunc autem loco litterarum A, B, C, D, et
%, 3, €, ©, alias in calculum introducamus, quae fint
A^=£, B^ — Ε C/— C D/ — D. p. CtC.
—AT5» aTBTc? -a b c d
^— - / —~ ^——
%^=%, %^=*;, €^=:#, ®^=;áa , etc.
atque hae nouae litterae fequenti modo per indices et bino&
antecedentes- terminos determinabuntur:
A^= I , B^— A^-+-; C^= B^+#%, D^=C^+£, €tC.
a 55
£^ =;, 8^=%', €”=8^-+£, £Y=€^+34, etc.
His igitur valoribus pro quouis cafu euolutis, iftae fra&iones
A . B C D E.
§■ * 55* QE * T * @ -
continuo propius ad valorem S fra&ionis continuae propo






§. 5. Quo formae harum litterarum, melius per
fpiciantur, eos fimpliciter per indices euoluamus, ac primo




•33 ) 22o ( $&%•
^— m. i r. r
D(= I +;';--;--;--;;a
^ — m. r. i. r τ r. r.
E = I +;;--;:;-*-:;;--;--; #:a-+;£;-+; d e
- r i i i i. i • mi r. r τ
F = x +++■*+.+++*+E+a+++++ ++++*+7+E+;i:;*:;:;:,
etC. etc. , ' -
Pro denominatoribus vero prodibunt fequentes formulae;
9{/ = â - • . * . ** ,, -
3/— ; , r ' ,
£-
€^ = ;+ ;;; *
- — 1 * . ' I
£)'=;+;;;--::a ,
^— r. 1 r. —'—
(£ =:--;:;-*;:;-* £tas; e
^— 1 I. m. I—-i-—-——— —— m. . r
§^=:--;;;*;a*;;;*;;;*; ía**55:7+E:7
CtC. - CtC.
in quibus pofterioribus formulis finguli termini fa&orem
habent, ; , . quo omiffo reliqui fa&tores eodem modo per in
dices b, c, d, e, f, etc. definientur , quo litterae latinae am




- §. 6. i Accommodemus nunc iftas euolutiones ad
cafum qui hic nobis eft propofitus, vbi indices a, b, c, d, e,
fecundum progreffionem arithmeticam procedere affumimus.
Statuamus igitur differentiam, qua hi indices continuo cre
fcunt = A, eruntque indices poft primum fequentes
b= a+A, c= a+ 2 A, d=a + 3 Λ, e= a+4A, etc.
Hos quidem valores in denominatoribus noftrarum formu
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§. 7. Hac igitur progreffione ftabilita euoluamus
primo numeratores nóftrarum fra&ionum fequenti modo ;
A^= I
B^= 1 +;*;
C^= 1 ++++.— 1 +;*:
- - a b B c q €
^— 2 r I —- 3. r
D^— I+++ ;';-t-;;;a= 1 I +;i,-+-;;;*;
- r i. 2 - 4- sr
PE^= I +;*;+;';-- +;j;= I +;f;t;EZa p c u.
F^= 1 + #-+;#j-+: Ez7
G^= 1 +++*#******
H'= 1 +;;--;:;-*;;:j;5-+EîTE
1^ = 1 +;;-+;i;;--;;£7* AERET
3 5 1 5^— 9 2 8 - - — l- or -«
K = I +;*;-+;#£t£ETE *EjîETE TaBEaTeJTEBTk*
§. 8. Quemadmodum in his formis omnes termimi
primi fünt vnitates, ita numeratores -fecundorum fecundum
íìeros naturales, tertiorum fecundum trigonales , quarto
rum fecundum pyramidales primos , tum fecundos, tertios
etc. progrediuntur. ln denominatoribus ordo pariter fatis eft
manifeßùs. Hinc igitur in genere eam formulam exhibere
poterimus, quae indefinite refpondeat indici i. Ita fi ifta
èxpreffio defignetur litterâ Z/, tum vero in ordine littera
rum a, b, c, d, e, etc. fuerit < = a -+- i A , antecedentes vero
g=a+(i- 1) A, x=a +(i-2)A, vi-a-+-(i-3)A , etc.
habebimus -
^— , , (i-oa-» , (i-nti- tt-a-+'='=*=*=? •,
Z w • I +;:;-*-'; 2 • ###+ 1. 2• 3 • 4 b c z ) % -{- 1• 2• J •Ë+ ctc.
E e 3 §. 9.
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§. 9. Quod iam ad litteras germanicas %, %Y, €”,
$)^, etc. attinet ,Tearum quaelibet ex antecedente latina for
matur, dum litterae a, b, c, d, e vno gradu promouentur,









^ — t 3. w
Q. =#-+-;;-;--;-;:T;
^ -*-■-—*— -1-—*—
§ — q. £57*FFí77
/— 1 5 6 ——
G5 =á-+;#-+;5i7at IE
/— 1 6 1 o —i—
=#-+;;; +;;7*AETA *-
/ — 1 ? - i 5 ro r
£j =#-+-;;;-* άτἐitAEiä£*£E7JFFEE
€tC. €tC.
vnde in genere, fi indici i refpondeat 3/, erit
3/=;+#!-+#3+£=#####-+(£!£####-+ etC.
a b z ' 1. a. a b c 5 3'' I.7. $. q5ca 35 z 1. 2. s. 4. abc d ev x yz
§. I o. Augeamus nunc indicem z in infinitum, vt
fra&io $ exprimat ipfum valorem fra&ionis continuae, quem
vocauimus S , ita vt futurum fit s=£ , atque redu&tio
formularum inuentarum fequenti modo peragetur. Primo
fcilicet pro Z^ erit ;=-!ta-A, ob i = co; pro termino
tertio erit
(i-1 )(i-2) ._ (i— i)(i— 2) • • * •
5TzT- - JIETETATÜTITÄTj - Z\? »
porro
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gorro autem fimili modo
(i— *)(i — s)(i— 4) — (i— a)(i— *)(i—4) - •
ac y z. ~ (a-+-(i- z)^)\a -+-(i— 1)A)(a-+- i A) T
Ci- nti-;:}£ilfi-* ) = . » €tC.
v x y z. —Σ
Pari modo pro formula 3^ erit etiam
f- 1 — 1 . (i—*) (3— s) — . t
£— — A » 9 z, - Aa
et ita porro ; quamobrem pro cafu i = co ambae noftrae
formulae ita commode contrahuntur, vt fiat
/— m r r. r.
Z I I +EA*;A*A7tΣΕΛ**EEZ Z\.* €tC.
fimiliqne modo
/— 1 r i. i r.
-a ' , a 5Σ*7#£K +Ti;ETA +Ę* €tC,
; et
§. 1 1. Cum igitur fit valor quaefitus S =£, vi
deamus quomodo ambas feries infinitas inuentas ad ex
preffiones finitas reuocare queamus. Hunc in finem ambas
feries generaliores reddamus, dum loco numeratorum, qui
omnes funt 1 , progreffionem quandam geometricam fub
ftituimus. Statuamus igitur
A. »;*^ ac* A.
βς
p= I+-AA-+- I. 2 äÄZ\**- I. 2. 3 a53A;
ac^ »;*^ ac* ^
— 1
4=#-+-AIA-+- AAa3aA*-*- ìIAISABETAE °*°*
Quod fi autem hinc valores p et q eruerimus in genere,
tum vero ponamus x — I , vtique proueniet S = $. Hic
autem manifeftum eft, ambas has feries egregiam inter fe
tenere affinitatem, ac per differentiationem vnam in alteram
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•
§. 1 2. Primo igitur feries prior fimpliciter diffe
rentiata dat
£X;dp ac^ 3** A y* A ** A.
-;-*- —— —■— —;-;- -+- ; + CtC.
dx a ' ab A'' 1. 2 a b c A* ' 1. 2. 3 abc dA*
quae feries cum altera q comparata manifefto praebet
* d P — w-A
-j-= x. 4 » .
vnde patet , fi modo fumma alterius harum duarum ferie- . .
rum effèt cognita, alteram quoque affignari poffe , quando
- - : — •— p.
quidem ex cognito valore p prodit q=;s= JJ 5 contra
vero ex cognito valore q fit d p = x^-" q d x, ideoque
p =fx^T' q d x , quod integrale ita fumi debet, vt pofito
£ = o fiat p = I.
-
§. 1 3. Ante autem quam alteram feriem differen
tiemus, eam multiplicemus per x, atque ob
a——A=b, a -+- 2 A=c, a-- 3 A=d, etc. erit
cr vb ac° ac?
"av—— _ - __
x q-; *a#Ä* I. 2 âÄFAT* 1. 2. 3 a b c d
Nunc ifta aequatio differentiata, iterumque per x multipli
cata dabit
Σ-- €tC.
a *° ac* - ac*
X"4_ .. , * _- __ - - - _ -* d. 7i=x +AN*?. ΣΕΛΛ* T. 2. $ABEATt etC
at vero prior feries p itidem qer x multiplicata praebet ·
b c d
- 2.— a^d 2X, —*— —*— - €tC.
**p=x -+- AN-+- I. 2 ÂÃÄ*** 1. 2. 3 ab cA' —f-
•
4uae
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quae feries eum fint perfe&e aequales, erit £d. *q-x'p,
ideoque d. x*q- px*T*dx, ficque duas na&i fumus aequa
tiones differentiales inter p et q, ex quibus valorem vtrius
que eruere licebit. … } --
§. 14. Cum ex priore aequatione fit
d p. - z*-^-*-* d p. — •
4=AEJ;» erit **q- ZJXTT •
vnde fumto elemento d x conftante fiet
x*-^-*-*ddp—-(a—A-4- 1)x*-^ dp
- aTacTT
ficque elifa quantitate q pro altera p nancifcimur hanc ae
quationem differentialem fecundi gradus:
£■ • • i x*-^-* ddp +(a—A+ 1) x'-^dp
px*-'dx= d x - -
d. x*q=
quam fi refoluere licuerit, totum negotium erit confe&um.
- • _* - …
Vbi probe notandum, cum fit - -
, 11) ac^ , ,' ac* ^ - -
p= *-+-;5 -+- 777-{- etc.
. !
integrationem ita inftitui debere, vt pofito x=o fiat p= 1 ;
tum vero quia eft - •• -
d p _ x^T' s*^-*
Jj=-;— -+- 57A -+- etc.
altera conditio integrationis poftulat vt pofito x = o etiam
fiat £ = o, fiquidem fuerit A > 1 , fi enim effet = 1 , ca
fù x=o fieri debet £=;. At fi A< 1, fieri debebit £=oo.
Euleri 0p, Anal. Tom. II. F f §. 15.
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§. *s. Cum faaio • ofiio x= * praebeat vados,
p
q
rem noftrae fra&ionis continüae S, ponamus in genere, effè.
$- =: z, ita vt pofito x = 1 fiat z = S, vnde patet , • cafu,
x = o fieri debere z = a. Cum igitur fit p = q z; erit
' d p = q dx -+- z d q; erat autem ex prima aequatione
- - d p. - - • ,• • -.
4=AET. »
quamobrem habebimus '
_ q d z -+- z d q.
q = ΣΛΕΤΤΧΤ •
•,
fiue x^-* q d x = q d : -+- x dq, vnde fit ' -
- • x^-' q d x — q d z :
——;dq=
erat autem dp= x^-' q d x.
§. 1 6. Haec igitur fequuntur ex priori aequatione
- d. * • • • -
differentiali inuenta ;*a;= q. Altera vero, quae e(t
d. x*q = p x*-' d x , quia -
d. x* q = a x*-' q d'x —H x* d q.
Ioco d q pofito valore modo inuento prodit
- a-f- A—• d - - -
d. x*g= ax*-' qdx-+-* 13: ***, -
habebimus
• •.' . . . .,*-+-A-* •— *
px*-' dx=ax*-*qdx+£ z* s'ada,
„^ , quäe
-&: ) sa* ( ***-
quae aequatio, ob p = q z, per q diuifà fùppeditat iftam
aequationem differentialem primi gradus: - v
x*-*-^- * dx— x*d(z
* 2,
x°- ' x dx=a;**-'dx -+- »
quae per x multiplicata et per x*~* diuifà praebet.
z z dx = a z dx -+- x^ d x — x d z, .
cuius ergo refolutio fi ita inftituatur, vt pofito x = o fiat
z = a, tum vero fiat x = 1 , valor ipfius z dabit ipfum
valorem fra&ionis continuae quem quaerimus.
-
- T
§, 1 7. Totum igitur negotium perdu&um eft ad
refolutionem aequationis differentialis primi gradus
z z d x = a z dx -+- x^d x — x d z,
quae manifefto in celeberrima illa aequatione Riccatiana con
tinetur. Vt enim ad tres tantum terminos reducatur , po
\
natur z = x* y, ita vt fit y =â. , vnde fit
dz = a x*-' y d x -+- x° d y ,
quibus valoribus fubftitutis noftra aequatio hanc induet for
Imam : -
, x**' d y-+- x** yy dx = x^ d x,
quam ergo ita integrari oportet, vt pofito x = o, fiue in
04
finite paruo , fiat y =;, hoc eft y = oo, quo faâo,
fi po(t integrationem ftatuatur x= * , valor ipfius y dabit
quam fra&ionis continuae propofitae. -
a
F £ a §. 1 8,
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§. r 8. Quo hanc expreffionem fimpliciorem redda
mus, diuidamus per x**', vt habeamus
d y-+- x*-' y y d x = x^-*-* d x;
nunc vero ftatuamus x* = t, ita vt cafu x=o fiat quoque
• t == o , , et cafu x = 1 etiam t = 1 , vnde fi t euanefcat,
fieri debet y=#, fiue y= oo. Hoc autem valore introdu&o,
ob x = t* et * * • • , • ' _ . _ * !
;T d t. · · · · ·
d x= — » ' . ' • • · · ·
{3
aequatio noftra fiet * . :;. i . . .
A- • • • * · · · · ·
a d y-+- y y d t = t T*T d t, , ,
quae eft forma maxime vfitata aequationis. Riccatianae. ,
§. 19. Quando ergo, propofita fuerit talis . fra&io
continua :
a--A-FF __ _. . .
- ' a -+-2 A -+- 1 - - -
a-- 3 A-+- 1 , -f*j* • * *
a--AA-Fere.
pro eius valore inueftigando refolui debet ' ifia * aequatio
Riccatiana : ' ' , … . 1 -- • *.•*.
- A-z 2
a d y + y g d t= t * d t ;
vbi integrationem , ita , inftitui oportet, vt fumta t infinite
' parua fiat y=£ , quo fa&o ftatuatur t = 1, et valor pro
$y refultans erit valor huius fra&ionis continuae.
i . §. 2o
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§. 2o. Euoluamus cafum fimpliciffimum, quo ad
dextram partem exponens ipfius t fit nihilo aequalis, quod
ergo euenit, fi A = 2 a, ideoqne ipfà fra&io continua ,
• a -+- 1 ' - * * .
3 4 -+- I - - -
5 GIII
*7 a—— etc.
pro cuius'fumma habebimus hanc aequationem differentialem:
a d g + y y d t = d t, vnde d t = :i£;;,
et integrando • ' . . •
t=31#3+- C, - ; . -
quae conftans C ita eft capienda, vt pofito t = o fiat g= #,
ideoque t=£-; vnde patet hoc cafu fieri y= oo , ex quo»
ftatim intelligitur, aequationem integralem ita inftrui debere: \$
t=: 13=;-+- C.
fiue integrationem ita inftitui , vt fa&to t = o fiat y
infinitum. Nunc vero fi y infinitum , erit 13=;=;,
quare cum fieri debeat t = £- fit C= o, ita vt iufta aequa
tio integralis fit t = £ 13=; , vnde , denotante e numerum
•*.* • ti.'* * ; - ”. £ * * *. * *, * * } 2t - - -
eüius lógarithmus 'hyperbolicus = 1, fiet e*= ££; , hinc
2t.
ea I I.
que porro y = -;; -E :, vnde pofito t = 1 fumma noftrae
e° • • I • •* • ' • . ' - - ,i
e*-+ I. …




ff a §. 2 *.
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' ; ; §. 2r. . Contemplemur nunc etiam reliquos cafus
integrabilitatis aequationis Riccatianae, quibus exponens ipfius
t ad partem dextram eft vel — 4, vel — 3 , vel —;, vel —;,
• • . — ** • • • - A— 2 a —.
vcl —;, vel — ; etc. Sit igitur primo eâ ~ 4 , vel._-
A =— 2 a , vnde nafcitur haec fra&io continua:
a -+- r
-a-EI _ -
- 3 4 t- ■__ ' . . . . i . . . . *
- ' - -5a-- I. • • • , . . . . .-, '
- —7 a -+- etc. • . • ; ' • »
quae manifefto a praecedente pendet. Si enim, ponamus
•— 4-+- I • •, * • • • • ' , '• ; . . . . . … - , • -. -.
–3 a-FI -
• ' ' —5 a-i- etc. , E s , • •- *
mutatis fignis erit
-s=a-+- 1 • ' V.
57IPIT
7 a-+- etc.
cuius valor cum iam fit inuentus, ifte cafus nihil noui no;
bis offert. - • - * - - -• ' . _
§. 22. Si fumatur 4=*=-;, fiue A=;a, inde
fequens nafcitur fra&io continua:' ' - ' ' ' -
4-+- *__
.. " ' §g-+ 1
3°-*-* ._ .
34-+- etc. - *
',- . fiue
x , *
•&#3 ) 23 1. ( 3*&-
fiue ftatuendo a —; 3 & , erit fra&io
3 α -f- I _
5 α-+- m__ .
' } ' 7 az-+- 1 .
· · · · · ΈαPETetc.
quae eft ipfâ ipfâ forma fuperior primo membro truncata. Idem
Vfu venit, fi fümatur ^-#* =— ;, fiue A = — § a, vnde oritur
haec fra&io continua, ponendo fcil. a = 3 a.
- , 3 &+* ' * * •
&* ' _ ' .
—α+ *__
'. — 3 &-H I -
- — 5 α-+ etc. -
fcque femper ad principalem formam reducimur.
§. ag. Cafüs autem integrabilitatis in genere hoc
• - '- i - - -
continentur exponente: —;-i*=;- Pofito igitur
A = a* =— —* —, fiet A= √°; »
;—— - TEET;*
vnde pofito H£,-;= &, erit A=-+2 a, ergo ob a=(a***)*
fra&io continuaTerit -
; (2 i + 1)&-- 1 -
* a -+- 2 cz-i- I —— -
* . a -+- 4 cz-H 1
• . - a -+- 6 &-+- etc.
* -
vbi manifefto iterum omnes numeri impares occurrunt, ita
vt fra&io continua inde nata femper formari poffit ex noftra
principali * . f*
. . . a+*





fi vel aliquot membris truncetur, vel retro ad aliquot mem
bra fuperne continuetur.
§. 24. Cum igitur omnes cafus integrabilitatis ae
quationis Riccatianae ad eandem fra&ionem continuam per
ducant ; praeterea vero nulli adhuc alii cafus euolui potue
rint, hinc manifefto fequitur, fi indices fra&ionis continuae
a, b, c, d, e, f etc. quamcunque aliam progreffionem arith
meticam conftituant, tum fummam nullo plane modo affi
gnari poffe ; quandoquidem ea pendet a cafu irrefolubili ae
quationis Riccatianae. lta fi proponatur haec fra&io continua :
a—H I
TEa-4- 1 - - - -
3 a-- 1 . . . . . •
47-Ferc.
vbi eft A = a , fummatio pendebit ab ifta aequatione diffe
rentiali: a d y + y y d t = £;!, cuius refolutio cum per nullas
quantitates tranfcendentes etiamnunc vfu receptas expediri
poffit, valorem huius fra&ionis continuae fruftra inter quan
titates a circulo-vel a logarithmis pendentes, vel adeo inter
omnes quadraturas curuarum algebraicarum quaerimus; vnde
mirum non eft , quod methodus in fuperiori differtatione
vfitata, pro talibus cafibus omni fucceffu caruerit.
§. 25. Quoniam tamen in differtatione fuperiore
fummam talium fra&ionum continuarum per binas formulas
i . v inte
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integralas expreffàm dedimus, illa ipfâ expreffio * etiam ad
aequationem Riccatianam pro iisdem cafibus accommodari
poterit, id quod vtique maximam attentionem meretur, cum
nullo adhuc. modo ifta aequatio praeter cafus integrabiles
tra&ari potuerit. Quamobrem maxime operae erit pretiuim
folutiones inter fe ' comparare, quandoquidem hinc haud
contemnendum fubfidium , aequationem Riccatianam feliciori
fùcceflù tra&andi, expe&ari poterit, '
. §. 26. -In fùperiori autem differtatione oftendi , fi
haec propofita fuerit fra&io continua :
, & mj-b-+- 1
- • I 2 m— b -+- I
3 m- b-i- 1
• 4m-b-+- etc.
- - - - - A. • -
eius valorem exprimi per hanc fra&ionem: — ΒT » exiftente
d x
-A=/-AT-E et - •*.
JX' m ® tn 2C
f '. - -
d x
B =f——;=;=: , . . . . .
I -+-%. i EF…
* * 7i. e mu 2c
„ fiquidem haec duo integralia a termino x = o vsque ad
terminum x = co extendantur.
- - -
§. 27. Comparemus nunc hanc - fra&ioncm con
tinuam cum generali, quam hic tra£tauimus: . '
-
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guius valor continetur in hac aequatione :
- - - A - * a -
a d y -+- y yd t = t *' dt, *
integratione fcilicet ita inftituta , vt cafu t = o fiat y = eo;
pum vero ftatuatur t= 1 , vnde valor ipfius y fummam
iftius fra&ionis continuae exprimet. - ;
§. 28. Comparatione igitur inftituta fiet m*-= A et
b — A — a , quibus valoribus introdu&is. formulae illae in
tegrales erunt
d x.
A = JETEE= et
x°. A. e ^* •
- d x !
E=/-5-£-=73, - • -
integralibus iterum fumtis ab x = o ad x = éo; quamobrem
valor ipfius y, qui ex aequatione - -
- 4-z 4
a d y-+- yy d t= t T d t -
pro cafu t=1 refùltat, aequalis erit ifti fra&ioni: -£, fiue erit
._ 0. • -*--* * -
dx: x°. A. • ^ •
dar: **TÄ. •TÀET -
Quanquam autem haec aequalitas tantum- cafus fpeciales,
quibus ibi fit t = 1, hic vero x = co, fpe&at, tamen for
. . . saffe
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taffé eiusmodi relatio inter binas variabiles £ et w inueniri
poterit , vt in genere quantitas y illi formulae aequetur,
§. 29. Quemadmodum confideratio fra&ionis noftrae
eontinuae nos ad refolutionem aequationis Riccatianae perduxit,
ita viciffim datur methodus dire&a , qua ifta. aequatio per
fra&iones continuas refolui poteft. Quod quo facilius oftendatur,
aequatio Riccatiana , quae vulgo fiac forma proponi folet:
d y -+- a y y d x = a c x*" d x,
in aliam formam ad praefens inftitutum magis accommoda
£am transfundatur, ponendo y= x*z. et x**'=t; tum enim,
fi loco „ £-, fcribatur b , prodit ifta aequatio:
nm -+- i
• d z -+-££4-+- b-z z dt=b c d t.
(m -+- *)t , \ '
§. 3o. Ponamus porro ;£;=- n, vt fit m=—Εi,
*# npbis propofita.fit ifta aequatio:
' dz — m *£!-+- b z dt = b e dt,
quae, fi adhibeamus hanc fuftitutionem: z =*#;: 3. tranS
mutatur in hanc formam : -
d v — (n +- 2) &#!-+- b v vd t= b c d t,
quae a priore--hoc tantum differt, vt hic numerus m bina.
rio maior fit fa&us; quare fi porro faciamus v-= =;: +
pródibit haec aequatio : * . . . . *
d u — (n +— 4) u d t -+- b u u d t = b c d t, : ;
vnde patet, fi prima aequatio refolutionem admittat cafü
.n = k , tum etiam eius refolutionem in poteftate fore ca
'fibus - - • - * -
-
' , • *
c.
u *




*- - . . -
m = k +- 2 , n=*++, m= 4-i- 6, sis. - . *** 1
G g 2 Ct
.
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et in genere cafü m=£ -+- 2 i, denotante i numerum inte
grum quemcunque. -
' " §. 31. Quod fi iam fucceffiue looo v et u et fe.
quentium litterarum valores iftos debitos fubftituamus, pro
quantitate z fequens prodibit fra&io continua : - -






quae ergo expreffio exhibet valorem quantitatis z, qui ipfi
conuenit vi huius aequationis:
d z — m *£!-+- b z z dt = b c d t,
fi fcilicet ita integretur, vt pofito t = o fiat z = co.
§. 32. Liberemus, hanc formam a fraâionibus par.






vnde ftatim patet, pofito t= o fore g= o ideoque z = co.
Simili modo refolutionem ab aequatione transformata exordiri
poffumus, quae erat -
d v- (n +- 2) ?4f -+- b v v d t = b c d t,
quae in primam , transformatur ponendo v ==;=*j£s; ;
prodibit enim - • . .
3 dx-
-*: ) ast ( **-
dz — * 441-4- 6z z dt= b c dt, -
in qua aequatione numerus n binario redditus eft minor ;
vnde patet, fi aequatio refolutionem admittat cafu n=k, tum
etiam refolutionem effe fücceffuram cafibus
m = k — 2, n = k— 4, n = k — 6
et in genere m = k — 2 i. Quare cum refòlutiQ nulla laboret
' difficultate cafu n = o , fumto k = o omnes cafus refolutio
nem admittentes continebuntur in hac formula : m = -+- a i
hincque pro forma confueta fiet -
* TC a i 2
, m — —=t-*-— -r- — -
—- =ETATET - T ATEET *
quae continet cafus notiffimos integrabilitatis.
.§. 33. 'Ponamus m -+- 2 =— y, vt aequatio, :! quâ
hic inchoamus, fit -
d v = Au-- b vv dt = b c dt, -
quae ergo, pofito v = ;-;-£!;rc transmutatur in hanc
formam : - '.
-
• i . *
dz-+-(v -+- 2)*#!-+- b z z dt = b c d t ,- f.
in qua nunc numerus y binario augetur. Quare fi vlterius
b - -
ponamus z = ;-;-£;;-;, orietur haec aequatio:
d y=-+-(v -+- 4) 441 -+- b y y d t = b c d e,
£cque vlterius progrediendo peruenietur ad y+5, y+7 etc.
-
, §. 34. Subftituamus ergo iftos valores in fuperiore
aequatione , quae eft
d v -4- *#1 -+- b v v d t = b c d t ,
ac pro v prodibit fequens fra&io continua : -. . . -*
›
- - G g 3 £/ …
•&#3 ) xgs ( $#&•
v= bct '.'. . . . .
ç , v-i- I +ábctt ' . . . . • • • - ;
r . . . . . v+ 3 +bbctt • ' . •
- . . • • • ' VEBTÉÉÉÉÉ : '..* -.. . . . :..:: •
• * , - *** .. • • • . . -y-+7+ etc.- ' * * * * -
Haec igitur expreffio locum habet, G aequatio. differentiäia
ita integretur, vt pofito t == o fiat v= o. , •'
* •.. ... -- -. . . . · · · · · · · · · ' . … ' ' ' • :
. . §. 353. Geminas igitur ex aequatibne Ri&iatiani
elicuimus fraétiones continuas, quas qüo facilius inter fe
... comparare queamus, loco y fcribamus iterum m, vt habea
mus has duas* aequationes differentiales : • • • .
- - - -
«
: ** : I. d z — m *#*-+- 6 z z dt= b c dt, , • *; • /
II. d v + m *#t-+- b v v d t = b c d t, ; : '
atque ex priore nafcetur ifta fraaio continua :
-£=bt · · · · · . . . • • •
s. - s. T.- ŠTE3IEB3E? ' - - a . - - ,
ex altera vera oritur : · · · · , - ' :
.#= bct . . ' , . . . . . . . . .
7-FZEBö??? … · · · · · · · · · .
n-E3T5b77? - - -
- ' * * '. : … m -- 5 -- etc.
quae ergo fra&iones prorfus inter fe conueniunt, cum bine
fiat v=£, quippe quo modo altera- aequatio in alteram a&u
conuertitur, ita vt hae duae formae pro vnica fint habendae.
- §. 36.
•* ) eas ( 3*
§. 36. Ifta refolutio aequationis Riccatiamae in fra
&ionem contijuam £eo magis eft attentione digna, quod haec
aequatio nullo adhuc modo in feriem infinitam regülarem re
folui potuerit. Quae enim feries olima ' pro eius, refòlutione
exhibui, ita funt comparatae vt vna feries infinita per ali
am diuifà 'refolutionem aequationis Riccatianae: fuppeditet;
hic autem de vnica ferie fimplici fermo inftituitur. _ Hinc
igitur nafcitur quaéftiö , num forte non etiam aliae aequa
tiones differentiales, dentur, .quarum refolutionem pariter
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S V M M A S E R I E I .
Ex NvMERIS PRiM Is FoRMATAE
- ;— ά -+-;-- ¥; - & - j, -+- £,+ ;,- &+*, ete. • -
vBI NVMERI PRIMI FORMAE , n- , HABENT si.
- GNVM POSITIVVM, FORMAE AVTEM 4 n -+- , .
- SIGNVM NEGATIVVM. . . . . .
§. r.
( um iam Euclides demonftraffèt , multitudinem numero
rum -primorum reuera effe infinitam, ego iam pridem
oftendi etiam fummam feriei reciprocae numerorum primo
rum : fcilicet
£ —H ; —H—H ; + & -+- {, —H, -H, —H etc.
effe infinite magnam, atque adeo referre logarithmum fum
mae feriei harmonicae
1 -+-;--;--;--;-- etc.
id quod non parum mirum videbatur, cum vulgo fumma
feriei harmonicae ad genus quafi infimum infinitorum referri
foleat. Cum autem non folum logarithmus numeri infiniti
fit etiam infinitus, fed etiam logarithmi horum ipforum lo
garithmorum etiamnunc fint infiniti ; manifeftum eft dari in
fuper infinitos gradus inferiores infinitorum. Ita fi A de
notet fummam feriei reciprocae numerorum primorum, etiam
-
1 A
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1A adhuc erit infinite magnus, fed ad ordinem infinitorum
infinities inferiorem pertinere cenfendus eft; tum vero etiam
nunc hae formulae: 1 1 A, 1 1 1 A, 1 1 1 l A, etc. erunt infinitae,
quanquam quaelibet earum infinities fit minor quam prae
cedens.
§. 2. Quoniam porro numeri primi praeter bina
rium quafi a natura in duas claffes diftinguuntur, prouti fu
erint vel formae 4 n -+- 1 , vel formae 4 n — 1 , dum prio
res omnes funt fummae duorum quadratorum, pofteriores
vero ab hac proprietate penitus excluduntur: feries reciprocae
ex vtraque claffe formatae, fcilicet:
£ —H, —H ', —H,—H etc. et
;--;-- i, -+- , -+- , -+- etc.
ambae erunt pariter infinitae, id quod etiam de omnibus fpe
ciebus numerorum primorum eft tenendum. Ita fi ex numeris
primis ii tantum excerpantur, qui funt formae 1 co n -+- I,
cuiusmodi funt I o I, 4o 1, 6o 1, 7o I etc., non folum multi
tudo eorum eft infinita, fed etiam fumma huius feriei ex il
lis formatae, fcilicet :
i$*-+*£;-!-.;;--#£*-+- tis,-- i;;i-!- i:;, -+- ti;i -i- i:;;-- etc.
etiam eft infinita.
§. 3. Confideremus hic autem imprimis difcrimen
inter numeros primos formae 4 n -+- 1 et 4 m — 1 , et quia
ambae feries ex vtroque ordine formatae funt infinitae et quafi
eiusdem ordinis ; nullum eft dubium, quin earum differentia
habeat valorem determinatum. Hanc ob rem terminis ex
forma 4 n — 1 formatis tribuamus fignum -+-, reliquis vero
fignum — , vt orietur ifta feries:
Euleri Op. Anal. Tom. II. H h â
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;—;—— ; —H,— &- ',-+- ,-i- ',- ',-+-j, etc, -
in qua nullus plane ordo in fignis cernitur. Hoc tamen non
obftante videamus, quomodo eius fumma vero faltem pro
xime afïîgnari queat. Non parum enim probabile videtur,
iftam fummam, fi non fuerit rationalis vel irrationalis, faltem
ad quodpiam genus notabile quantitatum tranfcendentium
pertinere debere. Interim tamen , quoniam non folum non
in fignis, verum etiam multo minus in ipfis fraétionibus nul
lus plane ordo perfpicitur, primo intuitu nulla patere vide
tur via, qua ad eius fummam peruenire liceat. *.
' §. 4. Quando autem contemplamur feriem notiffi
mam Leibnitzianam pro quadratura circuli datam
% — 1 — 3 —4— ; — ; + ; — '; etc.
videmus, in ea omnes numeros impares formae 4 n -}- 1
habere fignum -+-, reliquos vero formae 4 n — 1 fignum —,
vnde mutatis fignis omnes termini noftrae feriei cum fuis fi
gnis in hac ferie Leibnitziana occurrunt. Quod fi ergo ex
hac ferie omnes numeros compofitos expungamus, tandem
praeter vnitatem ipfa noftra feries propofita, contrariis fignis,
remanebit. Quamobrem fummam noftrae feriei obtinebimus,
fi ex ferie Leibnitziana fuccefliue omnes numeros compofi
tos excludamus, quandoquidem omnium terminorum, qui per
quamuis operationem excluduntur, fumma facile affignare li
cebit.
§. 5. Incipiamus igitur ab ipfa ferie Leibnitziana,
ftatuendo
A -- 1 -}--{-}-+-;— „',—+,',— ', -+- ,!,-,;-H etC.
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ita vt fit *A = *, ex eaque primo omnes numeros compo
fitos' per 3 diuifibiles excludamus. Quem in finem hinc for
memus iftam feriem:
· · · (A— I);=—;-{-, ,-„,-+- ',— £,-+- j,— etc.
quae vtique continet omnes numeros compofitos per 3 di
vifibiles ; vnde fi haec feries ad illam addatur, omnes ifti
numeri compofiti excludentur fietque - -
;A — ;— I — ;—-{-}- ,,-i- ', —- ■, - ',— ',—H', etc. = B,
ita vt fit B =z ; A — 3. In hac igitur ferie, cuius fumma
nouimus, nulli amplius numeri compofiti- per 3 diuifibiles
occurrunt, fed primus terminus compofitus hic occurrens
eft -{- „,.
§. 6. Nunc igitur ex poftrema hac ferie omnes ter
minos per 5 diuifibiles excludamus, quem in finem hinc for
memus iftam feriem:
(B- 1 -+-3);= ',— i,— ',—-;,-+-,— 3,— etc.,
quae omnes comple&itur terminos per quinque diuifibiles.
qui adhuc in feriem B ingrediebantur, er quidem iisdem fi
gnis affe&tos, quare hac ferie ab illa ablata remanebit haec:
- ;B-+}(1 —3)= 1 -;--;-;—;,+ ',-+ ',— i,— ',-+ etC.
vbi iam ab initio omnes termini funt numeri primi, et non
- i • 'Poprimus qui hic occurret erit „,, fequentes vero ;* »
-
namus autem fummam huius feriei = C, vt fit
C=; B-+-; (1 — 3).
;
§. 7. Nunc igitur hinc excludamus omnes termi
nos qui adhuc per feptem funt diuifibiles, quos comple&te
tur fequens forma:
H h 2 (C—
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(C — 1 +— ; — 3) ;= — ', — # „£ -+- etc.
quorum terminorum figna funt contraria, quare haec feries
ad feriem C addita dabit
;C-4(1 —#-+-g)= 1 —#-+-}-}- i,-+-;,-+-#-+- etc.
in qua primus terminus compofitus erit —- ,;, ; fequentes
vero — —— . — —— etc. Hanc autem feriem vocemus D
w 1. us ? 1 i • 17
vt fit •
D= ; C — ; (1 — ;-{-}).
§. 8. Iam ex ferie modo inuenta D expungamus
terminos, qui adhuc funt per I 1 diuifibiles, quos comple&e-
tur ifta forma : -
D—(1 +-;-;--;);!,:=-;}*-+- ,!*-+-,}, etC.
qui termini in ferie D contraria habent figna; quamobrem fi
haec feries ad illam addatur, ifti termini excludentur, pro
dibitque -
;;D— 3, (1 —;-+-;—;)= 1 —;-+-;-;— &-+- etc.
in qua primus terminus non primus eft ,i,; iftam autem fe
' riem defignemus littera E, ita vt fit
E — ;; D — ', (1 — § -+- : — g).
§. 9. Ex hac igitur ferie excludamus omnes ter
minos, qui adhuc infunt per 13 diuifibiles, quos ergo com
ple&tetur haec forma:
(E— I --}- 3 --}-+- ;';);!;=,;;-+- ,;, etc.
hique termini eadem habent figna ac in ipfa ferie E. Haec
igitur feries ab illa debet fubtrahi, vnde prodit
ÉE-+- ', (1 -+-+-;-;-{,)= 1 --;---;-;-;;-i- etc.
vbi
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vbi primus terminus non primus eft ,;,. Totam autem hanc
feriem defignemus littera F, vt fit -
= £ E+ H, (1 — § -i— ; — ; — ii).
§. rc. Quod fi nunc iftas operationes vlterius con
tinuemus, dum fucceffiue hinc excludimus terminos adhuc
per 17 diuifibiles, tum vero per 19, per 2 3 , etc. tandem
relinquetur tantum feries numerorum primorum poft vnita
tem fequentium , quae fi defignetur littera Z, quam vt in
finitefimam fpeétari oportet, erit vtique
- Z = 1 — % + ; — ; — ;, —— , —— , — £. etC.
confequenter fumma feriei in titulo propofitae fumma erit
1 — Z. Ac manifeftum eft, ad hunc valorem continuo
propius accedere iftis formulas :
I —A, 1 —B, 1 —C, 1 —D, I — E, 1 —F, etc.
1 I. Quemadmodum autem valores omnium ha
rum litterarum fucceffiue ex antecedentibus colligi debeant,
ex fequentibus formulis fiet manifeftum :
B — ; A —§. I
C=; B +}(1—3)
D= ; C —;(r-4-+-g)
E- 3D— ', (1—3-4-3-4)
=;;E+F,(*-; +}-}- {,)




H h 3 Vbi
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vbi notandum, fi denominator primus fuerit formae 4n + 1,
tum numeratorem primae partis fore vnitate minorem, fiue
4 m, alteram vero partem addi debere. Sin autem denomina
tor primus fuerit 4 n — I, tum numeratorem primae partis
fore vnitate maiorem, fiue 4 m, alteram partem vero hoc ca
fu fubtrahi debere. -
§. 12. Quo nunc omnes hos valores in numeris
per fraétiones decimales exprimamus, ante omnia notetur effe
/ A = £ = o, 7853981634.
Pro reliquis autem litteris computentur fequentes valores:
1 —;= - - - - - - - - bi- c, 6666666666
I — j--j — - - - - - - - c= o, 8666666666
1 —;--;-;= - - - - - - d= o, 723 8o95 238
I — ;-i-; — ; — ', = - - - - - e= o, 6329oo4329
I — ;-{-}-}- ',-+-,',- - - - - f=o, 7o982 35o98
1 —;+}-}-}-*-' *-',= - - - g= o, 768647o392
I —#-+-;-;-,',-+ ',-+- ',-,', = - - = o, 7 1 6o I 54-6o3
1 —4+;-}- ',-+- ';-- ',-,',— ', = — i= o, 672 537 1 994
in quo ordine primus terminus a vnitate aequatur.
§. I 3. Pro computo autem ipfarum litterarum A,
B, C, D, E, etc. praeftabit fequentibus vti formulis, quibus
fimul valores numericos harum litterarum adfcribamus ]
B=A+ } (A—a) = o, 7 1 3864 - -
C= B— } (B- b)= c, 7o4424 . - -
D=C+}(C— c)=o, 68 1 247
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E=D+,(D—d)= o, 677377
F=E—,,(E— e) = o, 673956
G= F—,,(F—f)= o, 676o66
H=G+;,(G—g)=o, 67 1 193
I =H+,,(H-h)=o, 669245
K= I—„,(I— i) = o, 669358.
§. 14. Quanquam autem calculum huc vsque pro
duximus, tamen vltra tertiam figuram decimalem de fumma
noftrae feriei certi effe non poffumus, atque adeo in dubio
relinquere cogimur, vtrum ifta fùmma aliquanto maior vel
minor fit quam o, 669. Sin autem hunc valorem pro vero
affumamus, ipfa feries propofita
-
£ — ; —H ; —H {, — £, — „', —H £; etC.
fummam habebit c, 33 r, ideoque hic valor tantillo foret mi
nor quam ;. Quoniam vero ablato ; , iterum addi debeat
i
# -t- ., , quarum fraétionum fumma maior eft quam ;, vti
que fieri poffet, vt verus valor fuperaret ;, id quod hoc
loco in dubio eft relinquendum. Datur vero alia methodus,
multo accuratius in fummam huius feriei inquirendi, quam
hic euoluemus, quandoquidem operae pretium videtur, ve





§. 1 5. Eadem methodo qua hic ex prima ferie
Leibnitziana fucceffiue terminos compofitos expulimus, fi
omnes plane terminos praeter vnitatem remoueamus, repe
riemus
3. £. 3. 3. í?. etc.
. . ^
vbi
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vbi in numeratoribus omnes numeri primi occurrunt praeter
2 , denominatores vero funt numeri pariter pares vnitate
vel maiores vel minores. Deinde vero fi ifta feries reci
proca quadratorum imparium :
1 -+- £ -+-i -i-;,-+-; +-;, -+- i;, -+- etc.
cuius fummam oftendi effe = £#, fimili modo traétetur, re
perietur
•rr rr 3. 3 5. 5 7. 7 1 f. r 1 I f. is
8 ii—i*. etC.
a. 'A. * a.TG " 3.T * IGIT, * i3TA.
-
vbi iterum in numeratoribus omnes numeri primi bis oc
currunt, in denominatoribus vero iidem tam vnitate au&ti
quam minuti. Quare fi hanc expreffionem per quadratum
illius, quod eft
-
ττ _ 3. 3 s. s 7.T7 1 1. 1 r 1 *. 1 s
T - • - . - l*i—i* etC,- - - .
m 6 4. 4* 4. 4 8. 8 12• a 2 12• 12
diuidamus, quotus erit
— §. ;. :. ;3. § etc.
vbi omnes numeri primi tam vnitate au&i quam minuti oc
currunt, et numeri pariter pares in numeratore, impariter
pares vero in denominatore conftituuntur.
§. 1 6. Poftrema haec expreffio igitur hoc modo
exhiberi poterit:
» — *-+- '. 5— !. 7-*- '. '' -+- !. '* — ' etc.
s— 1 s-+- 1 7— 1 1 ; - , 1 ; —— ■
hinc ergo logarithmis hyperbolicis fumendis habebimus
1 2 = 1;=; + 1;=; + 1;=;+ 1#*; + 1;:£;+ etc.
Conftat autem per feries infinitas effe in genere
n 7 d -+ * - 1 m. ' i .
$ 1$t;=;+ ; + ;;. +;, +;,+ etc.
hincque
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hincque .. • * ' -- -- ; ' ' • ' - I.
1 g — ■ — — i — . ' — -i- - -i-— r — - -
a 1#=; - _a ' Ę sa* • 7g7i 55 T etC. -
Quodfi igitur harum formularum, ope omnes illos logarith
mos in feries infinitas conuertamus, nancifcemur , quidem in
numeras feries infinitas, quas autem ad feries facilius tra
&tabiles reducere licebit. - -
-
'"' §. 17. Primo igitur omnium illorum logarithmorum
femiffes accipi oportet, et quia hic de logarithmis hyper
bolicis ' agitur, ob
-
1 2 = o, 693147 1 8o5 , erit
§ 1 2 = o, 34657359o2 ,
ex altera autem parté logarithmi ita ordinentur:
-
;1;£ = ; +++ +++ + ;-;- + ;-;- + etc.
: *£=; —— ; — ; ;s - ;*;; - ;;';; - ;-;; - etc. .
i 14-t;= } —+ ;*; -H -; -H ;-;, —H Σ? + etC. *
§ 1}£ = & +; + ++ + ;#> + ;-; + etc.
È È =- „, - 3 • ;;i- 5. ;;; -;-;;; — ; Hy - CtC.
CtC. • etc. -
." §. 1 8. ' Hinc iam verticaliter defcendendo confidere
mus fequentes feries pariter infinitas:





i i i i i t
-* P = # —;,+ ; + ;, — ; — ;;; ;. + CtC.
5 — i. i. t ——
, Q=# - #+ ;, + ;, — ; — ;;. + ; + etc. .
Euleri 0p. Anal. Tom. II. • I i - R …
•* ) •*• t **-
R =# - # +;, +;,-;, -;;, +;, + etc.
S= #- #+;+;,-;,-;. +; + etc.
'etc. * * * etc.
Quarum ferierum prima O eft ea ipfâ, cuius fümmam hic
inueftigare nobis' eft propofitum. - -
./
- - §. 1 9. His igitur, feriebus, ita per litteras maiuscu
fas defignatis habebimus iftam aequationem :
- ; 1 2 = O + ; P + ; Q + ; R +; S + „, T -+- etc.
vnde fi fummae ferierum P, Q, R, S effènt cognitae, in
de impetraremus facile fummam feriei O quaefitam; foret
CI11II1 -
o=; t • — ; P — ; Q-; R— 3 S— etc. :
§. 2o. At vero fummas ferierum' P, Q, R etc.
ex feriebus ordinis, vbi omnes numeri impares occur
runt, concludere poterimus eodem modo quo fupra feriem
ipfàm O ex ferie Leibnitziana
... r — ; —H ; — ; —H;— ;', etc.
elicuimus. Hunc in finem euolui hac methodo oportebit
fequentes feries ordinatas :
%= 1 — ++-;,- i-+-+-;, + ;;;---;--- etc.
. ©= 1 — ;. ++-++;-;, ++-;, + etc.
$t= 1--i, + +-+ ++— ;,-+-;,-;,-+- etc.
= 1 — + +—++ + — -;, + ;;;-;;, + etc.
ç$* — r




*. €tC. - €tC, *
harum
-
-** ) ess ( **-
Harum autem omnium fèrierua fummas iam . pridem per
quadraturam circuli, fcilicet per fimiles poteftates *ipfius π
expreßas dedi , fèqueati modo : * , • -:, rr,; ^ -• * •>
- —* * *** £ — — sosas π* -
% • - ;T;*. Y* - * 1.'. '. - • 73 • a ** -
- - s “5 - 27o276$' ; i t*3
£) =;=-;:;-;. £. tt =;-£##;. a**
.- 6 i π? . —- ss*9** ' *' § -
$t=;- 7• 7 • • *=#*;. syi6 v i
- n :9 s τ» ._ 1939 i 5 i 2 f 4-5 n'?
®=;…£-;. ;3 —7.;•. f -
etC. - - - etc. ' ' -
v.
§. 21. . 'Hos igitur vakores in fa&ionibus decimali*
bus vsque ad fèxtam figuram euoluamus, eritque
* . . . . . || Differentiae
% = o, 9689462 || o, o272o9s
2 = o, 996* 557 H o, oo3399o
- - $ = o, 9995547 || o, ooo3952 -
®= o, 9999499 || o, oooo448
3. = o, 9999947 || 9, ooqQo5o - ;
11 = o, 9999997 || o, oooooos
€tC. etC.
§. 22. Vt nunc hinc valores litterarum P, Q, R, etc.
eruamus, eadem methodo vtamur, qua fupra ex fèrie
1 — 3 -- 3 -}-+-;-;,-+- etc.
9mnes terminos compofitos extorminauimus , quandoquidem
loco horum numerorum fimplicium eorum poteftates fcribi
conuenit. Hanc igitur operationem in genere pro his litte
ris doceamus. Confideremus igitur hanc feriem ; -
_*
I i 2
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* 3 = *-*-+-*-*-+-*
- - -•- - s* * s* * * o- t ! -
cuius fummam, vt fupra fa&um eft, littera A defignemus;
vt fit A = 3, hincque fequentes litteras B, C, D etc. eli







B=A -+- ; (A-) exiftente a- r . . . %
1I
ç=B- 5. (B— b) - - - - b= 1— 5;m,




1 I - * • _• i_; *-—-—-i-
f=E-;;(E- •) - - - - •=*-;+; *7* 1 r*
€tC. „ et€.
ibus valoribus inuentis eorum complementa ad vnitatem;
fcilicet: 1 — A, 1 — B, 1 — C, 1 — D, etc. promptiffime ad
valorem quaefitum
z= *. — * + * I. T.
- “. =5— ¥-+ 5 + , in T J — etc.
appropinquabunt. • "
. §. 23. Haec igitur praecepta generalia, applicemus
primo ad valorem litterae P, vnde incipiendum erit a valore% = o, 9689462 = A , •
et quia hic eft n = 3 , habebimus
a= 1, b= o, 962963o, c= o, 97o963o, d=o, 968o476;
pluri
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pluribus valoribus non erit opus. Hinc igitur colligémus
fequentes valores :' * * * * * * * • . . . .
B — A=#,. o, ogrosss = o, 967796** ' ' '
. . . c=B-#. o, oo4833* = o, 967757* •
• , , D=C-#. o, oogaos6 = o, 967748* '. , : ;
E=D-#,. o, ooo299s = o, 9677479 * *
viserius procedi non eft opus; quamobrem hinc habebimus
P = 1 — E = o, o32252 r » • * • ' ,
•, • ' ,vnde iam colligimus ,
- - ¢ - .'… . , % --- f
: t 2 — 3. o, o32 252 1.= o, 3358229. . .
- • • s. * * * r - * * ;
§. a4. Sumamus nunc n=5 et habebimiis
-. A= Q= o, 9961 557 , • . • ' ' • •
tum vero erit , … - , _ . . .
:a- ,; b=o, »958 847; c=o, 9962o48; d=0, 996:75a ,hinc igitur reperiemus r • , ' ;
r- B = A— $. o, oo38443 = o, 996* 899
C= B — £. o, ooo2551 = o, 996 I 398.
Erit igitur - -
* Q= 1 — G = o, oo386o2 , ideoque - , • * * *
; 1 2 — 3 P — 3 Q= o, 335o5o9.
* §. 25. Sit nunc n = 7 et A — % = o, 9993$47,
tum vero a = 1 ; b = o, 9995428 , hinc igitur fiet
B= A — 5, o, ooo4453 = o, 9995545 • '
1 i 3 - vnde
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vnde iam habemus … - -
R = 1 — B = o, ooo4455 ideoque
; 1 2 — 3 P - § Q — ; R = o, 3349873.
§. 26. Cum in hoc calculo tantum non fuerit
B=A, in fèquentibus nequidem littera B, erit opus, quam
obrem habebimus
- S= 1 — ®= o, oooosor hincque
;S= o, ooooo56. . . •
Deinde vero erit - .
' T = 1 —% = o, ooooo53 hincque
„, T= o, cooooos , denique
U= x — 11 = o, qoeooq3 et í, U= o, oooooo.
Particulis igitur his a praecedente valore ablatis prodit
O= o, 334981 2.
- -
Vnde patet, hunc valorem adhuc aliquanto maiorem eßè
' quam $.
-
§. 27. Nunc igitur certi effe poffumus fummam
feriei infinitae huius . . . . .
&- £ -+- 3 -+- {, — & - £, —H ;, —— etc. -
effe fàtis exa&e = o, 33498 1 2. Inueftigandum iam fo
ret , num ifte valor non quampiam teneat rationem nota
bilem, fiue ad peripheriam circuli mr , fiue ad eius loga
rithmum hyperbolicum, quandoquidem fupra obferuauimus,
feriem reciprocam numerorum primorum
£ -+- 3 -+- £ -+- #-+- „, -+- €tC, -
- expri
(
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exprimere fogarithmum hyperbolicum feriei harmonicae com
1 -+- 3 -+-;-- 3 -+- 3 -+-: -- etc.
vnde videri poteft, iftam feriem numerorum primorum
- # - #-+-; —4-,£, — & — £, —H etc.
etiam continere logarithmum eiusdem fèriei completae
1 - £ -+-; — ; —H ; - ;, -+- etc.
cuius fümma , eft £. Hunc in finem fùbiungam logarithmum
hyperbolicum ipfius nr, quem oHm reperi
1, 14472, 98858, 494oo, r7414, 34273, 5 I 353, 05865.
Videndum igitur erit num forte fit fumma inuenta
O-fr-1N, ita vt N fit numerus fatis fimplex. Verum hu
iusmodi inueftigationes plerumque fine vllo fucceffü infti*
tuuntur.
- -
§. 28. Ope pofterioris methodi autem non folum
fummam feriei propofitae elicuimus, fed etiam eius pote
ftatum imparium, quas fummas hic confpe&ui exponamus
---++++-;---------++++ etc. =o, 33498ra5.
+-++++-;---;--;*-+-;--- etc.=o, o3225**
{,—&+++-;.--;--;---;--- etc. = o,oo386oa
#-+++++;,-;,-;;*-+-;,-+ etc.= o,ooo4455
+++.+ ;,-;---%* ++ etc. =o, oooo5or
;;,-;:;-*-;;.-+-;,-;ii-;,-+-;;;*-+ etc.= o,ooooo56
;;-;,-+;i, +;,-;.-;;a-*;,-+ etc.=o, oooooos
£tC.
- €tC.













•&#3 ) 236. (( $&%• .
. . §. 29. Ipfae quidem hae fummae fine dubio parum
attentionis merentur, nifi forte ad quantitates cognitas re
duci potuerint. Verum quia in his feriebus neque ipfi ter
mini fecundum certam legem progrediuntur , neque , etiam
in fignis plus vel minus certus ordo obfèruatur ; ifta dis
quifitio primo intuitu plane impoffibilis videri potuiffet,
quamobrem ipfâ methodus , qua ad earum fummas perti
gimus , vtique omni attentione digna eft cenfenda, idque
eo magis, quod fatis abftrufis ferierum poteftatum pro
prietatibus innititur. Nifi enim fimmae ferierum -
… . . . _ ' I I _ I _, _ I
' * -;--;-;--; si
pro cafibus quibus n eft numerus impar, fuifTent cognitae,
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SERIEBvs PoTESTATvM
RECIPRocis
METHODO NOVA ET FACILLIMA SVMMANDIS.
-
- - • .
- $ r.- -
Cum primum fummas harum ferierum docuiffem, eas ex
hoc principio deduxi, quod cuique finui et cofinui in
numerabiles arcus circulares refpondent, qui omnes fint ra
dices aequationum infinitarum, quibus arcus per, finum vel
cofinum exprimi folent. Hinc enim ex coefficientibus ifta
rum aequationum non folum fummas ipfarum radicum, fed
etiam earum, poteftatum quarumcunque affignaui. Poftea
vero easdem fummas, etiam ex aliis principiis deriuaui, quae
autem omnia memorata circuli proprietate innit, bantur.
Nunc vero obfèruaui, iftas fummas ex alio principio mul
to fimpliciori, et folis operationibus analyticis innixo, deduci
poffe , quam methodum hic accuratius expofuiffe iuuabit.





- §. 2. . Hoc autem principium mihi fùppeditauit inte
- - &m - ; + » ;— m— . -
gratio huius formulae : /. <s--)d :, pro cafu
- 1 —H z* -
quo poft integrationcm ftatuitur z = 1. Oftendi enim in
Euteri Op. Anal. Tom. II. K k • Tomo
••&#3 ) »s& ( %%•
Tomo XIX Nov. Comment. per folitas integrationum ope
rationes haec integralia fequenti modo exprimi :
/(£#£-)4== 4… et
1 -i- z* - n fin. *:
gm- t _ &i-m- ; ^r
/( È)a==;=*.I - 2; D& %
Quod fi vero eaedem formulae per feries infinitas euoluan
tur, pofito z = 1 erit
^mr 1 I I I I I I. M.
*£AE;T37EnitA7ET°




+ + etc. et
I I I7r I
t tang, ¤=#*#TA* AETA* STAT;**
I I__ I I
E-mT 2 y-mT3 m-mTAm-mi
quae duae feries eo maiori attentione fùnt dignae, quod in
iis omnia plane continentur, quae non folum circa fumma
tiones poteftatum , fed etiam circa fummationes fimiles
fùnt prolata.
— €tC.
Etiolutio prioris feriei generalis,
§. 3. Confideremus primo formam priorem m •r
m fin. TET
ac binis terminis analogis contra&is habebimus
qr I 2 /}! 2 172 2 //, 2 //;
n fin.§°i*¥ETATEnim* Ti6mm-mm + etc.
Suma
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Sumatur nunc, quo formulae fiant fimpliciores, m= 1 eritque
2 2 2
~-=-— ■ . • --• -- - - - - © v.
m fin. £T *ΕΕ 'AWT;*5EFE ΣΕ*eis
*r- Y I. , I. *
27 fin.£Ta Tnr- ITA77— ;*£AAE-FEI,*•*•
+
- §. 4- Nunc fingulas has fra&iones more fòlito in
feries infinitas geometricas refoluamus eritque -
;;i-;=;;-+- ;- -+- * -+- £ -+-;is -+- etc.
- i. ■ •
- -- - - - - a - -;:-ta - etC. - ._•
• m m - : ~ 4 m n 4* n* 43 m 4* n* 45 m
.
r - - 1 m r • r
+ ;=;=;=;#-+;-a-+-;;';;-+;=;=-f-;-;s+ etc.,
——* m. * '• • - €tC.
FETIT-TTTiT ATE* T ATE3T;;7TiT ETERS - •.
CtC. , €tC,
Harum igitur ferierum infinitarum omnium ßumma erit
• „^






T 2 m fin.
-
£ .-
5. $. Nunc igitur has feries feeundum lineas ver
ticales colligamus, quem in finem ftatuamus breuitatis gratia
■ *— — —— —— —— — -
1 — ; -+- 5, — ;, -H, — etc. = B tr*9 n6?
* — i,--;-;i. -+-;,- etc. = C τ*
1 — % +-;-;. ;— etc. =D α'
ètc. - ê,
K k 2 Hinc
•&#3 ) a6o ( 3#%•
hinc igitur adipifcemur fequentem aequationem: , : -






a m fin. £ 2 T. m m n* ' n*
§. 6. Ponamus porro breuitatis gratia £=x , vt
prodeat fequens aequatio:
£—.—;= A xx -+- Bx*——C x*-+-Dx'-+-Ex** —H etc.
ΣΤΓx
vbi iam intelligitur, per debitam euolutionem omnes coëffi
cientes affumtos A, B, C, etc. definiri poffe, quibus in





' . -;--;-;-- i;i- se
fiüe in hac : ' • • • • T • • •
I I. 1 I 1 ' 1 · · -
*- ;;;-- 5 -;;--;- etc. , ., . .
denotante i numerum integrum quemcunque.
§. 7. Cum iam per feriem notiffimam fit
- fin. x = x — =i— ————*——— £==;-+- €tC.
I • 2. 3 1 • • • • 5 m • • •
pro hac ferie fimpliciter fcribamus
fin. x = c: x — 3 x*-+- y x* — 8 x* —- ε x* — etc.
-
- … -
ita vt fit -
- - … - ' '— Y — 5
C2 I- I » ß — ;*;» ^y — .£., δ — 7T ) 8 – T» etC.
4 - 5 6. 7
quo pofito membrum — ; ad dextram partem transferamus
atque vtrinque multiplicemus per hanc feriem ipfi fin x
aequalem , fietque
* . - 3*— ■
a —-ìí
••£$£ ) 261 ( $&%•
:—;&x+&Ax'+&Bx*+&Cx'+& Dx*+&Ex'+ &Fx'* etc,
— ; 3 — 8 A — 3B — 3 C — 8D — 3 E
+ ; y + y A + y B + y C + y D
— ; 8 — 8 A — 8 B — 8 C
- + ; e + 8 A -+ ε B
—: 3 — 2 A
• /I •
§. 8. Quoniam haec aequalitas fubfiftere debet ;
quicunque valor litterae x tribuatur , fingulae eius potefta
tes fe mutuo feorfim deftruere debent. Primo quidem ter
mini ipfum x continentes , ob & = 1 fponte.fe tollunt, reli
quae poteftates ob &= I fequentes dant determinationes:
Ai- j [3 . . , , * • • . . . )
B = βA—; y - -
C =ßB— yA-+-;8 ' ' . «
D=3C— y B-+8A—;e
E=BD—yC+8B— s A+;æ
€tC. CtC. - - - ... - -
Harum igitur formularum ope fummae quantumuis altarum
poteftatum parium affignari poterunt. ' -.
§. 9.- Inuenta autem fùmma huius feriei ;*'
I I. I `` I
μ-- £ - ;E -- R- €tC,
ex ea quoque ferierum agnatarum iftarum fummae definifi
poterunt: .• - - -
- r ' I
t c I -+-g) —H -
-
*
S c I —
-+-
II - -
II; -f- j etc. et
;--;-- es eti • - * - - *t -
I , I , 1 . . I . . I . .
•=:--;--;--;--;--a-+ se
Cum enim fit - · · · · *• • • -
- * K'k 3 • -*- -* ê –
•&#3 J a62 ( 3#3•
- " ' ' I 2** — 1 -
& … £4 * — £i ) = AETT 74. €t
. . : * a \ 2**— 2 -
s = u ( i - ;;i)==(-;;T-) u, erit
2** s 2** — I
£/, c AETI5* hincque t=(£)•
in féquentibus autem harum ferierum füffimae etiata imme
diate ex noftris formukis generalibus elicientur.
Euolutio fèriei generalis pofterioris.
§. io. Quod fi hic etiam bini termiai analogi con
trahantur, orietur ifta feries :
τ ' _ I 2 m . 2 m 2 m.
Wang. E —7T 7EnniT 477E77. T 9 Fn-mm
2) 1) ;
- NaTALIJ, + etc.
Ponamus hîc iterum m = 1, et fa&a diuifione per 2 habe
bimus -




INunc fingulae iftae fra&iones im feries refoluantur vt fupra,
eritque
-
;-=-;=-;----;- +-;- + -;;- +-;}+ + +++ + etc.
-
*.
ZE=;— , ; ;-+ 4* r;* +; ';» + 4* #* +;*;;.s + ;a-;w -+ CtC.
i m. - i -prwtw_IG ~ ρ, ;*;; n4 +;-; + m. +;r;rs + i —+ CtC.
3
-
9* m0 sę 7.13
i - m. 1 i i r. i
x6 ■ m - 1 ~ ;*#**;**;,-+;#;w*;=;. +;;;;*-+¤¤-+ etc.
etC.
- CtC. - -
cun&a-
•»&$3 ) 26 °' ( 33




2 n tang.;- :
-
erit = ; —
§. 1 1. Nunc igitur, vt fupra fecimus, per co lum
nas verticales fummam colligamus, quem in finem ftatua mus
1 -+-+-+-+-+-+-+-+-+- etc. = % tr*
* -+- 3 -+- #-+-;,-+-...-+- etc. =% 7r*
1 -+- £ -+-;-+-;, +-;, -+- etc. =€ π*
mi -_
* -+-; +-; -+-;:;-+-;:;-*- etc. =® tr
- CtC. CtC. •
Quibus pofitis aequatio noftra erit ,
1 ! qr £M 7r* 3 qr* ® mº ©m-*
-
—- •mr- l_ '* + 6 , + CtC.
2 2ntang.; fy* ¢* * m 1}
§, 1 2. Faciamus nunc £ = x, quo pa&o ambae
litterae qr et m fimul ex calculo elidentur , eritque
£-—*——=%(xx-\-%x*-+-QCx*+-3) x*+®x'°+ etc.
2 tamg. ae
vbi loco huius feriei breuitatis gratia fcribamus litteram s,
yt £it
/ - ac _ _.Jin. z - ae cof. * * ,
s= ; - ;;== 2 Jan. x
quae aequatio per fin. x multiplicata praebet
s fin. x =; fin. x — ; x cof. x.
■
-
§. 13. Statuamus nunc, vt in praecedente euolutione,
fin. x = & x — 3x*+ y x* — 8 x' -+- e x* — etc.
-
- exiften
-&: ) a64 C 33
… exiftente - - … … i • • … '
- - • t - i - -
62 = I, 3 = ;-;-; 'y = -;-;-;-;, 8= ;…;, €tC.
Quia nunc eft . - -
cof. x = 1 — £-£ *—-;-*-*-+-…;— etc.
1. z. 1 • • • 4 * * • • • • 6- • i • • •
-
- - •
€Γ1t - . . * • •
cof. x=α— 3 3xx+ syx*—78x*-+-9 £x'— €tC.
Tum autem erit *' ' ' T - - , ' . •
;fin.x- ;x co£x=3x*— 2 yx*+3 8x*—4sx*+s ?x"— etc.
cui ergo expreffioni formulâ s fin. x debet effe 'aequalis.
§. 14. Binas igitur feries per s et fin. x indicatas
inuicem multiplicemus , 'et' produ&um reperietur ;
sfin.x=&%x'+&3x'+&€x*+&®x*+&€x'+&3x'+ etc.
— 3 % — 38 — 3 € — 3® — 3® — etc.
- * + y % -+ y 3 + y € + y 3) + etc.
— 3 % — 3 8 — 8 ® — etc.
• • '*, s , + ε % + e$ + etc.
- - - « • . • -* . 7 * ~ — 33. — etc.'
quae expreffio praecedenti debet effe aequalis. -
• ,
-
inter fe aequentur, indeque formentur , féquentes deter
minationes : · · · - - - - - -
. . . ; ; .; jiigilii* . . . . . q ^ ' - ra
91 = 3 ' • • • • •
8=3% — 2 y -
® =3%— y% -+- 3 8 : 1* . ; . . ; : ' . ; 1 .
£)=ß€-)%:-8%—48. ; .,. '. . . . . - ...;.!
1 J ® —
§i 1 5. Singulae igitur poteftates ipfius x feorfim
-&#3; ) ags (, *
& =3®—y€-+-28— e% -+- s ? …
§ =3®— y®-+-8€— ε?δ-+- 3%— 67 -
CtC. €tC. *.- ••
--- -*
v * * * ,
§. 16. Quanquam ope hartim formu deter
minatio coëfficientium %, %, £, £), etc. , qüeusque li
buerit continuari poteft , tamen ex iisdem , principiis aliae
relationes inter hos coefficientes deriuari poffunt, quibus cal
culus haud mediocriter fübleuabitur. Reftumamus fcilicet
aequationem ;-;-;j-= = s, vnde fit ,-;i;==: — s, hinc
que porro += cot. x, quae cotangens ftatuatur = t,
vt 'fit t= ***, ergo loco s fefie {ùbftituta fiet ' p.
-
.… 2*» *; .'$. .". 1 3, f. , •* : '*. * 'i:-- is — - * * $ — '• 7 : . t. i ^ f, &
;^.,;,** =#- 2 w x — a & x*— • €x — a @ x — ctc,:„!
a** , £ .,..* *. • , , , . * - * * , - t;. * * * .. i
§. 17. Cum igitur pofuerimus cot. x = t, ideoque
x =A cot. t, erit differentiando d x = — ; £; t
: d t + dx (r —— t t)= o, fiue - - - * '
*-*- #-+- 1 =Ht t = o. Eft vero - ' - .. -;-*
* #!-—3.— 2 %—63*x— 1o€x*— 14®x*— 1 8€x'- etc.
hincque
d 2c 3c 3c
-*
praeterea vero reperitur - -, … -
1+tt=4-4*—48*x—4€»'-4®«*-4€x'—43 x'°— ete.
* * . . + 1 +4®® +838* 8%€ +8%£)-+8 %€-+ etc.
, • _ * * * * * _ _ . +433+ 8%€+8?83)+,
• • • ' ';.;. ' • . - . +4&g. …
•* • . .'), - - *- - - - - - - - - — ..
' §. 18. In aequalitate igitur #£ -+- 1 -+- t t= o, pri
ma membra fponte fe tollunt; ex fequentibus autem colli*
guntur : fequentes determinationes : ... *
- Ewleri Op. Anal. Tom. II. L 1 w=
•* ) 266 (' *-'
=*» , • -• -
8=;αα, ' ` ' ' ' '
G.—;. 2 %3; -
, £)=;(2%€-4-33) ... -
… , €£=&(•*®+•*>e); … „ . ' t.
' 3-&(aae-*-»*®+gg) , '
e*=;Gas g+•*+-a &£); , . ,
=;(•a&+•*++a&e+££). * *
s -* - - - - - • • ,
§. 19. Fx his formulis iam olim in introdu&ione mea
in Analyfin infinitorum valores iftarum litterarum %, %, € etc.
fatis longe computaui , deinceps” vero ad aliquot terminos
longius continuaui, quos valores igitur hic apponam :
.• •' . • I - - -
£{ =;=;. := i , - - - - - - pro poteftatibus fecundis
8= ;…;. ; = £, , - - - ,-, pro poteftatibus quartis
- s4 - -
€ — * • • • • • ;• ; - si* • • - • ,- - - -, - • • - • • •.. - fextis
- 6 - * -
$=â–;.;= sis - - - - - - - - - - o&auis
€= —=-;-;=,,;,, - - - - - - - - - decimis
t*io - - - -
=;…;.?; • - - - - • ** • . • • — - duodecimis
- • ! a{* , . ss - . : -.:.• -
—;——-* - - - - - ;.- -. ; decimis quartis
=-;…â–. *£? ' - - - - - - - - decimis fextis
= —; £-;;. *#* - - - - - - - decimis o&auis
*** i 222277 - - - - - •- • - vigefimis
a- , • i,- . . . . ai * 5 5 . . •
£ =-—*-...* - - - - - - - - ' viges. fec.
i •. • . . 25 * 3
- 232 1 s i 8 2o 4 5s -
$■=;…. : =— - - - - - - - • - - viges. quart.
: , • , 5)? —
•%3 ) 26* ( 3#&•
$8— »?4 2897/92z . -
I-—-•— _
1 • • • • • 27 1.
- 236 . •• as74946ro29 • • •- T. - •*-
£)=======;;;.——— _ - - - - -' - - viges. o&.
* * .* • * s6uss4 1276oos. v * . * - * •* I. -
= ——-;;. —;i; - - - - - - * - * - ' - trigefimis
=…;. !!*#*ii* - - - - - - - triges. fec.1 • • • • • 33 sς
- 32 v. - | * . ' ^.
$t=—£-;. **£*i-* - . - - - - - triges, quart.1 • • • • • • 35
- - - viges. fext.
- -
st j
- - -* ' . Ta ) '• • I. . v. '■ • • '*{A. , , ,
Praeparatio Formularum generalium ad alios, vfus.
§. 2o. Ha&enus. pofuimus m = 1 , . nunc autem
ftatuamus m = t-F ', eritque * ' • * * . .
/ • i • • • ' ' ' ' , . . ;, r, ' !
' m ft -— ( n- 1 ) tr — * — -1. - *-*
-=- ————— a τ AT ? vnde fit -- - T _ _
m tt — •r m* — -.A. * • • - • •
fin.**=cof. £, et tang.*= cot. ;';. -
Ipfae autem feries ita fè habebunt : -
.". "'*
- - . -;- -
-
- -
qr I I I I I. 1 . + I
— - — - --- — - - - e2 ncof. £T m— 1 37E *57E; '7 m- r ' 9m- I tC.
I 1 I I • I +- I I
-H - + - - etC,
- n+s , 3 n* 1 ' s n + 1 , 7n** ' 9n+*., T,
'mr 1 1 5—4 *—+—* '-+- etc
- - - - e •
37corE- JE*37-E*57E 7n— 1 ' 9 n— 1 -
4/, I I , , • • I . 1 1 C *
€tC,
T7ERT3T-ETT37ETT7EETyE FT
Euolutio feriei prioris § 2o.
§. 21. Contrahantur hic etiam bini termini analogi,
ac prodibit haec feries: .' . , v, - .
qr 2 % 6 m I O % I4. f, .*
2 mcof.-f- T mn— 1 ßf] - I " 2 5 ■ ■— ■ J-T-+ etc.• • vvv.;-; 9 49 1I
L l 2 fiue
- - - - _-
- _ - --
-&3 ) 868 ( $•
{fue - - _ - . - - . - -
- .-
£-*==-=-=**-+=*!—-=#*-+es
4mco£;£T mn- 1 _ 9 fi m — 1 : 25 m*- 1 - 49 mn- I . ste.




* . — ** :
§. 22. Hic igitur omnes iftae fra&iones continen
tur in hac forma generali: „Ti-;, vbi i denotat omnes nu
merps impares. Haec autem fra&io, in feriem infinitam con
verfâ praebet ' ' ' ' ' ' ' **•* • • • *• -• •--•- • , • • -
. r ?ff. D311: … r. ' . 1* _ , - , * • • • -.- *
#;+- ;;; —-;;; -f-;;;, -+-;;;*-+- etc. ' ' •
Hinc igitur fingulas fra&iones per feries euoluamus:
* - - - - -
n. - r r Tr = m. r.
;;=;= #-+++++++++ etc.
* fi —* 1 r .1 * 1
-_ -_ - _ - _ -—i— -
-t •
g m m— 1 T 3m, ss n: .,, *** n3, t 371.7 , 39 n° • €tC. -
- - - * - . i r.. 15 m - - i 1. * i. - 1 *' '* i „ * •, · ·
23 njn- i T ;+ 33n3+ 35n5 -H 37n7 -H ;** + €tC. -
• * ---— * *—-————I —— — ' — — ' — —— — — •
- - _- TZATHI,… - - rt, * 73ns ΖΕ . 27n? … 794? - etc - * * *
CtC - tC -
, ---• 1 I € r -
•> - T. T * . , .- - - - - - . r . - - - ae .
quarum igitùr ferierum ómnium fumma eft -jF-F.
i - f. 4 m cof. ;';'.
- Y • - - -
*) , '. - - - - '. _
- §. 23. Nunc etiam "has feries per columnas” ver
ticales colligamus , ac ftatuamus ; -
. . j - - - - - - -
* ■ — — —■— — — -i- i- - -i— -+- a *
1 — +-+-+-+-+-+-+-+- etc.= a :
s -;-*-#-#-+-;-;,+ etc. =*;
— -+- 4 -- t ■ etc. = c £ ,
1 -;--;-;--;-;,-+- etc.= • ; .
r. . r r r. , — n ?
* — #-+-# — ;, -+-;,-;, -+- etc. =P;
etc. . . CtC, _ - --
- -
•%$3 ) 469 ( §#3•'
quibus pofitis aequatio noftra erit . . . . . , .
- qr a r 6 mr* * * c mr* . - » r* • .
#- = –tr£-+- T -+- 7; -+-, etc.
4. f, cof.£; 2 %, *. a* , 2* n* * 27 * i
- .… '.) • .
§. 24. Ponamus nunc £ = x, et aequatio noftra
hanc induet formam: * ' . - • • * • - ' -
';j.= α x -+- 6 x*-+- c x' -+- b x' -+- e x* -+- etc.,
- - -* - - - .* - * * - • • « *; - -
Nunc igitur , fi breuitatis gratia ponamus , ,
cof. x= a. - 8 x x-+-y x* — 8 x* +- E x' — etc.
ita vt fit , • _ '. ' _ . _ . : * • •,
a = 1 , 3 =;=, y =;…; , 8===; » etc.
fi per hanc feriem vtrinque multiplicemus, * orietur ifta ae
quatio: . . . . .
*= & ax-i- & 6x'+ &cx*+&bx*+&ex*+&fx"-+&gx'* ?
- 88 — 36 — 8c — 30 — 3* —3f '
,;. + y^ + y6 +yc -+-yb +ye
— 83 — 86 — 8c - —8b €tC.
- +εα +ε6 ---+ec
, , , , . . . „ — 24 —36• • • • . ' ' . * • • • . .
• , • . . *;:; : , . . . . + γα. J
§. 25. Singulis igitur poteftatibus ad nihilum re
du&is nancifcemur fequentes determinationes: . *
6 = 8 a . . . . . ', . . ' - ' ;
c = 36- y 4 . — . . . . . . .
L 1 3 - - 1) —
a. •*&$3 ) 27o ( $&&•
b = 8 c — y 6 + 8 α - -
e = 3 b — y c + 36- e a -





§. 26. Ope harum formularum iam olim fummas
iftarum ferierum exhibui, vnde valores pro praefentibus lit
teris α , 6, c , t», etc. ita reperientur determinati :
a = # pro poteftatibus `I.
6= i;. ; - - - - - - - - - - - III.
c = ;…;. ; - - - - - - - - V.
b= —#…. ; - - - - - - - VII.
•. € =;…;. ; - - - - - - - - - - IX.
f=#-c. ; ' - - - - - - - XI.
1
2
- .. '.'.' • - - -* - -9 -- I. £gt; Π * # - - - - -r - - • XIII. .
- - • * . *.
5——#;. i. - - - - - - - XV.
- i =;-&#3;. : XVII.
·· — 2*o**79- &£.;;—7. 75* — - XIX.
§. 27. Hinc igitur fummas iftarum ferierum vsque
ad poteftatem vigefimam apponamus:
m … r — * t
-w_» •rs
*—-;, ++-;,-++- etc. =;.£
$.
1 --+++-+-+-+- etc. =-;-;. £
-
1. z. s. + T 2°
?
* -+-+-+-…,++- CtC. =;-34 —. T.
• • • • 6 4s7
*-+-+-;,-#-+-+- etc. =-;-&#…;. £1 • • • • • 8 * 2
••&#3 ) : 27 1 . ( 3#3•
ºrr m r. —-' •* * - •
*-;i,+;;,-;ir-i-;ii- etc.=;—–;. ΆΠ - -
r ■ t r __ 27o276s , tr**
1-;ii--;ii-;ii--;a- etc. =;#*;
m I. —— — 199s6o9• , . ***
1 —;i;--;;-;i;--;h- etc. =;###;;. ;r.
: m. -i - !—— — vos91s1ai*s *'?
*-;i/+;i,-;i,+;i,- etc. =;#;;. ;r.
—— ! ———* !-- _24o487966 1671 nr*°
;is+;i;-;i;--;i;- etc. =;#;.;; • r
€tC, €tC.
Euolutio fèriei pofterioris § 2o. , . .
§. 28. Binis terminis analogis contra&is haec fe
ries hanc induet formam :
-
qr 1 I 1 1 I 1
A7coEE* AFE*5T7E *3375-7+ZEE* CtC.





quarum igitur omnium fumma eft ; tang. ;£-
§. 29. Quo nunc has feries verticaliter colligere
queamus, ftatuamus: _ * -
1 -+-+-+-#-+-;--;-- etc. =%'£
1 -+-+-+-+-+-;-+-;-+- etc. =8/£




•»&#3 .) -4/2 ( 3*
Vnde aequatio hoftra fiet ' .
- - • / τ4 a mi& - / τὸ -
#, tang.;= ##;-+-£#-+-£#-+-%£-+- etc.
- - -i • - — :
§. so. Ponamus nunc £ = x, vt aequatio noftra fiat
ítang.x=$(' xx -+-%^x*-+-€^x*-+- etc.
Vnde erit
tang.x= 2 9(/x-+- 2 %^x*-+- 2 €/x*-+- 2 ®^x*-+- etc.
cuius feriei loco fcribamus . litteram t, vt fit, tang. x = t,
hincque differentiando d x = —#, , ideoque habebimus
££ = 1 +— t t. Eft vero -
d £
£= 2 %'+ 2. 38^x x+ 2. 5 ®' x'+ 2.7 £^x*+ etc.
§. 3r. Eodem modo fa&a èuolütione erit
1+tt= 1 +4%/%/xx+8%^%/x*4- 39{^€/x*-+89{^®^x'+etc.
- +48/%^ +88^®^ + etc.
Hinc igitur fequentes deducuntur determinationes :
9(/— ; '* ,
£8/= ;. 9{^%^
G^= ;. 2 %^3/ - - * .
ßo^= ; (29^€^-+-3^3^) - _ ---- -* • .
&^=3 (2 %^gY-+- 23^&^) , • • *T* . - *•
§'=á(29^ ®^-+- 23/3o^-+-€^®^) , . . . . .
&/-#(29(/§^-+-a £8^®^-}- 2 @^$Y)
€tC. €tC.
§. 32. Iftae determinationes fere prorfiis conueni
vnt cum iis, quas fupra pro litteris %, §, € etc. inueni
mus ; totum enim difcrimen reperitur in coëfficientibus nu
mericis, Neutiquam vero opus eft iftos valores feorfim
- COIIl
computare, cùm ii, iam ex fupgrioribus facillime deduci
queant. Cum enim fit #=.* £F ', erit %'=(2* — a) %. Si
mili modo erit - - -
- 8^=(2*— 1)8, €^=(2*— 1)€, £^=(2'— 1)®, etc.
, , Conclufio, … .
$. 33. In gratiam eorum, qui hos valores penitus
numerice per fra&iones decimales exprimere voluerint, fub
iungamus fequentem tabulam, in qua omnes poteftates ipfius
Tr per fra&iones decimales funt euolutae, vbi loco % fcrip
fimus q. -
*- 4= 1, 57o79, 63267, 94896, 61923, 132 16, 916
£;= 1, 2337o, o55o 1, 361 69, 82735, 43 1 1 3, 745
;£H = o, 64596, 4o975, c6246, 25365, 57565, 636
• . ;-# -, = o, 25366, 95o79, o io48, o1 363, 65633, 659
-£-; = o, o7969, 26262, 461 67, o45 I 2, o5o55, 487
*
;-£=== o, o2o86, 348o7, 63352, 96o87, 3o5 1 6, 364
;:£=;= o, oo468, 17541, 353 1 8, 6881 o, o6854, 633
;-£=;= o, ooo91, 926o2, 74839, 42 658, o2417, 1 58
;—*=;= o, ooo 1 6, o441 s, 84787, 35982, 1 8726, 6os
,-£=;= o, oooo2, 52o2o, 42373, o6o6o, 548 1 o, s 26
;—':=;= o, ooooo, 35988, 432 35, 2 1 2o8, 534o4, 58o
—1=;= o, ooooo, o47 1 o, 87477, 881 81, 71 so3, 665
1-i-— = o, ocooo, oo569, 2 I 729, 2 I 967, 92 68 I, 1 7o
;-£-;;= o, ooooo, ooo63, 866o3, o8379, 1852 2, 4o8
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Hae quidem poteftates diuifae funt per certos numeros, qui
autem plerumque funt ii ipfi , per quos eaedem poteftates
ipfius qr in fuperioribus formulis diuifi occurrunt, vnde euo
lutio in fra&iones decimales eo facilior redditur.
=-
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ximia omnino funt , quae celeberr. La Grange in Com
7 ment. Academiae Regiae Borufficae pro Anno 1773
de diuiforibus formulae generali(fimae B t t + C t u —— D u u
demonftrauit, et maximam lucem in fcientia numerorum ,
quae etiamnunc tantis tenebris eft inuoluta, accendunt. Ob
hoc ipfum autem, quod ifta tra&tatio maxime eft generalis,
ii qui non fatis funt exercitati in huiusmodi fpeculationibus,
non parum, difficultatis offendunt , neque vim talium fubli
mium demonftrationum fàtis perfpicere valent. Quamobrem
haud inutile erit omnia momenta, quibus hae demonftra
tiones innituntur, diligentius explicare ' atque ad formulas
magis fpeciales accommodare , quandoquidem hoc modo
omnia facilius intelligi poterunt. Deinde imprimis accura
tius exponam , quantum firmamentum hinc plurimis theore
matibus, quorum veritatem per folam indu&ionem mihi qui
dem cognofcere licuit, afferri poffit, vnde multo clarius
patebit, quantum adhuc ad eorum perfe&am demonftratio
nem defideretur. -
Mm a Lem
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Lemma.
§. 2. Si p et q fuerint numeri inter fe primi, tum
omnes plane numeri in hac forma generali & p + 3 q.
comprehendi poffunt , idque infinitis modis. Huius lemma
tis demonftratio per fe facilis paffim inuenitur.
Problema I.
§. 3. Si p et q fint numeri inter fe primi, n vero
denotet numerum quemcumque datum , fiue pofitiuum fiue nega
tiuum , inuenire omnes diui/ores huius formulae : p p + m q q.
Solutio.
Denotet D diuiforem quemcunque numeri in hac
forma p p —— m q q contenti , fitque d quotus ex hac diui
fione ortus, ita vt fit D d = p p —— n q q. Hic iam ftatim
euidens eft , numerum d ad q fore primum; fi enim q
haberet diuiforem, communem, eundem quoque p habere
deberet, contra hypothefin , quamobrem numerus p per d
et q ita exprimi poterit, vt fit p = & d —H 8 q, quo valore
• fubftituto fiet
D d= o: & d d -+- 2 & 3 d q +-(3 3 -+- m) q q
ideoque diuifor
D = cz & d -+- 2 & 3 q -+- (??;-*) q q,
vbi ergo £*++ erit numerus integer, qui fit = h, ita vt
habeatur
D = a, & d + 2 & 3 q -+- h 4 q ,
pro qua forma fcribamus
D =fr r -+- g q r -+- h q q,
ita
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ita vt fit f= d, r = &, g = 2 3 et ob h = *?#-* erit
fh — 3 3 -+- W.; hincque fiet 4f h — g g = 4. n. Hinc igi
tur patet , omnes diuifbres formae p p -{- n q q femper
contineri in hac formia : -
D=fr r + g q r -+- h q q , - -
dummodo fuerit 4f h — g g = 4 m. Ac viciffim, fi fuerit
D =f r r -+- g q r -+- h q q, erit
- 4 d f= 4ffr r -+- 4 fg q r -+- 4 fh q q ;
ideoque ob 4fh = 4 1. —- g g , erit
4. Df- (2 fr -+- g q)* -+- 4 m q q ,
quae forma a propofita non difcrepat, fi modo diuidatur
per 4. -
Corollarium I.
§. 4. In genere igitur omnes diuifores formulae
propofitae p p -\- m q q comprehendere licebit in ifta for
mula latiffime patente: fr r + g r s -+- h s s , dummodo fue
rit 4fh — g g = 4. m, fiue fh — ; g g = n; vnde patet, in
numeras huiusmodi formulas exhiberi poffe, quoniäm nu
merum g pro lubitu accipere licet. Ex eo autem numeros
f et h ita definiri oportet, .vt fiat 4fh = 4 m -+- g g.
Scholion.
§. 5. Quoniam autem innumerabiles huiusmodi for
mulas : f r r'-+- g r s —— h s s, exhibere licet , in quibus fit
4fh — g g = m, parum hinc lucri ad noftrum inftitutum
afferri videtur. Propofito enim quocunque numero D, ad
diiudicandum , vtrum effe poffit diuifor formae pp -+- m q q ,
omnes illae innumerabiles formulae confiderari deberent,
M m 3 * 1lllII)
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num forte ifte numerus D in quapiam illarum contineatur.
Praecipuum igitur inuentum, quod Illuftri la Grange accep
tum referre debemus, in hoc confiftit, quod infinitam illam
huiusmodi formularum multitudinem *ad exiguum nume
rum pro quouis cafu reuocare docuit, id quod in fe
quente problemate exponamus.
- Problema lI.
§. 6. Formam generalem diuiforum ante inuentam,
fr r + g r s + h s s, in qua fit 4 f h— g g = n, in aliam eius
dem formae, f' t t —Hg^ t u —- h^ u u, transmutare, in qua /it
g(< f^ vel h^; manente proprietate 4 f^ h^- g^ g^ = n.
Solutio.
Ponamus effe f< h et numerum g quantumuis effe
maiorem quam f, ac ftatuamus r-t—&s, quo valore fub
ftituto orietur i(ta forma :
ft t -+- (g — 2 & f) t s-- (c. & f- & g -+- h) s s ;
vbi manifefto a ita affumi poterit, vt fiat g — 2 &f<f,
vbi quidem animaduertendum eft, nihil referre, vtrum
g — 2 &f prodeat pofitiuum an negatiuum. Statuatur igi
tur g — 2 a.f= -- g^, ita vt certe fit g^<f/, tum vero ob
analogiam loco f fcribatur f^ et a: a: f- & g + h = h/ eritque
4 f* h' — g^ g^= 4fh — g g = m. -
Hoc igitur modo forma propofita redu&a eft ad hanc:
f^ t t —- g^ t s -+- h' s s ,
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in qua certe eft g^ < f*. Quod fi iam eueniat vt g^ ad
huc maius fuerit quam h', tùm fimili modo ifta formula
in aliam transformari poterit, in qua coëfficiens medius vtro
vis extremo fit minor, vnde patet formam propofitam
fr r —- g r s -+- h s s.
femper in aliam fimilis formae
'f* t t -+- g^ t u —— h^ u u ί




§. 7. Hoc igitur modo infinita multitudo formula
rum fr r -+- g r s -+- h s s , in qua . 4fh —g g = m ple
rumque ad fatis exiguum numerum reduci poteft, dum fci
licet omnes illae formulae excludi poffunt, in quibus coëf
ficiens medius g maior e(t alterutro extremorum.
Corollarium 2.
§. 8. Cum igitur fit tam f> g quam h > g, erit
'4 fh > 4g g. Sit igitur 4f h = 4 gg -+- ^, et cum effe
debeat 4 fh —g g = 4. m, erit 3 g g -+- A = 4. m, ideoque
3 g g < 4 n, hinc ergo g < V ** ; quamobrem loco g fuc
ceffiue eos tantum valores affumfiffe fufficiet , qui funt mi
nores quam V *#, ex quibus fingulis facile colligentur va
lores hitterarum f et h ex aequatione 4fh = gg -+- m ,
quo fa&o omnes plane diuifores formae p p +- m q q certe
continebuntur in quapiam harum formularum fimpliciorum.
Scho
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* • * * * • Scholion.
§. q. . Quoniam aequatio 4f h — g g = 4 m locum
habere nequit, nifi g fit numerus par , pro g ftatim fcri
bamus 2 g , vt forma d fit frr -+- 2 gr s+h ss, exiftente
fh — g g = n , quae ergo forma femper ita reduci poteft
vt fit 2 g <f vel < h. Haec autem redu&io commodiffime
per gradus inftitui poteft , dum loco & in fuperiori redu
&ione fcribitur vnitas. Ita fi fuerit diuifor
D =fr r -- 2 g r s -+- b s s ,
erit quoque
D =f/ r r —H 2 g' r s -+- h^s s,
exiftente duplici modo vel • . *
f =f, g^ =f— g et h* = f- 2 g -+- h,
vel etiam - -
h^= h, g^ = h —g et f' =f— 2 g -+- h ,
quoniam membra extrema inter fe commutare licet. Quod
fi hic nondum fuerit 2 g^< f^.feu 2 g^< h^, ifta operatio
tam diu continuari debet , donec fiat 2 g <f vel h ; vbi
notandum , in his formulis terminum medium 2 g r s tam
pofitiuum quam negatiuum accipi poffe , propterea quod
numeri r et s denotare poßunt , omnes numeros integros
fiue pofitiuos fiue negatiuos. His igitur praemiffis inuefti
gemus omnes diuifores primos numerorum vel in hac for
rma : p p -+- m q q, vel in hac : p p — m q q contentorum; fi
quidem diuifores compofiti ex primis componuntur, ita vt
qognitis omnibus diuiforibus primis fimul omnes compofiti
habeantur.
Pro
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Problema III. .
§. I c. Inuenire omnes diuifores primos numerorum in
hac forma: p p + m q q, contentorum , exifientibus numen is p
et q tam inter fe primis quam re/peâu numeri n.
Solutio.
I. Quia enim hic de diuiforibus primis tantum fer
mo eft, nifi p effet quoque primus ad m, formula pp-+nqq
etiam admitteret omnes diuifores numeri m , qui propterea
nullam inueftigationem requirunt et fponte fe produnt. Sit
ergo D diuifor quicunque formae p p -+- m q q , ac modo
vidimus femper fore
D ==f r r -- 2 g r s -+- h s s,
exiftente fh-gg= n , ita vt fit tam 2 g <f quam 2 g< h ;
quare cum hinc fit f§> 2 g et h> 2g, erit fh > 4g g Sit
igitur fh=4gg+A, et quia fh —gg=m, erit 3 gg-+ A = m.
ideoque g g < ; et g < V f. Hac igitur conditione multitudo
formarum pro diuifore D ad eo minorem numerum redu
citur, quo minor fuerit numerus m. Cum igitur fit
D =f r r —H 2 g r s -+- h s s , erit
Df-ffr r —— 2 fg r s —— f h s s ,
ideoque ob fh = gg -+- m fiet
Df= (fr -+- g s)* -+- m s s , -
quae eft ipfa forma propofita. Simili modo permutatis lit
teris f et h erit quoque
D h = (h s -+- g r)*-+- m r r ,
vnde patet, fi fuerit Df numerus formae p p -+- m q q ,
tum etiam produ&um D h fore eiusdem formae, ita vt fuf
Euleri Op. Anal. Tom. II. IN n ficiat
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ficiat alterutram inueniffe. Pro quouis ergo cafu quaeran
tur omnes valores litterae f, qui fint f, f, f^, f^^, etc.
atque omnes diuifores primi D ita erunt comparati, vt vel
D, vel D f, vel D f*, vel D f*^, etc. fint numeri formae
p p +- m q q. Haecque fequuntur ex demonftrationibus II
luftris la Grange.
II. Haec igitur coniungamus cum iis , quae iam
olim de formis horum diuiforum primorum fum commen
tatus, vbi oftendi , omnes hos diuifores comprehendi poffe
in huiusmodi expreffione: 4 n i + a, dum fcilicet a denotat
certos numcros primos ad 4 m fimulque minores quam 4n',
vbi tantum femiffis talium numerorum occurrit , reliquis
hinc prorfus exclufis. Vnde fi a: denotet hos numeros ex
clufos , affirmari poterit, nullos numeros, in forma 4 m i-+ cz
contentos , effe poffe diuifores formae p p -\- n q q. lftae
autem formae egregie conueniunt cum praecedentibus. Si
enim fuerit D = p p —— m q q, alteruter numerorum p et q
debet effe impar, ideoque q vel par vel impar. Sit primo
q par, ideoque q q numerus formae 4 i , fiet D= 4mi-Hpp.
Vnde patet, litteram illam a comple&ti omnes numeros qua
dratos impares et primos ad 4 m, fiue refidua, quae ex di
vifione horum quadratorum, per 4 m fa&a, remanent. Sin
autem fuerit q numerus impar, ideoque q q formae 4 i-+ 1,
hinc fiet D = 4. m i + p p + m. Vnde patet, litteram a etiam
comple&ti omnes numeros formae p p —- m , qui quidcm ad
4 m fint primi, vel eorum refidua ex diuifione per 4 m re
manentia. lidem vero etiam numeri pro a refultant, fi fue
rit D f numerus formae p p —— m q q, id quod in exemplis
facilius oftendi poterit.
III.
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III. His expofitis, cum forma 4 m i -{- a comple&a-
tur omnes diuifores formae p p -\- m q q; altera autem for
ma 4 m i —- cz nullos diuifores in fe inuoluat, ex priori for
ma 4 m i —H a excludi debebunt omnes numeri diuifibiles
per quempiam numerum formae 4 m i -+- a. Quod fi igi
tur demonftrari poffet , hoc modo ex formula 4 n i —— a
omnes plane numeros excludi, qui nequeunt effe diuifores
formae p p —— m q q , tum manifefto fequeretur, omnes nu
meros primos formae 4 m i —— a certe effe diuifores formae
p p +- m q q , quandoquidem tantum numeros compofitos
hoc modo exclufimus. Totum ergo negotium huc redit,
vt demonftretur , formulam 4 m i -+- cz omnes plane conti
nere numeros primos , qui nequeunt effe diuifores formae
p p -+- m q q ; quod fi demonftrari poffet , nihil amplius in
hoc genere defideraretur.
Corollarium r.
§. 1 r. Pro quouis ergo numero m omnes numeri
ipfo 4 m minores ad eumque primi in duas claffes diftri
buentur, quarum alteram littera a, alteram vero littera cz de
fignauimus, ita vt formula 4ni-{-a contineat omnes diuifores
formae p p + m q q, altera vero formula, 4 n i + cz, diuifo
res illos penitus excludat , neque vllus numerus iftius for
mae vnquam effe poffit diuifor formulae p p + m q q. Mul
titudo autem numerorum vtriusque claffis femper eft eadem;
fcilicet fi multitudo omnium numerorum minorum quam
numerus 4 n ad eumque primorum fuerit = 2 λ (femper
enim ifte numerus eft par). Prior forma a continet λ nu
meros, totidemque etiam continebit altera forma &.
N n 2 Corol.
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Corollarium 2.
§. 1 2. Circa has formulas: 4. m i + a et 4 n i + α,
iam olim demonftraui , fi numeri a et a^ in priore claffe
occurrant , tum ibi quoque occurrere produ&tum a a^, id
quod etiam de pluribus numeris huius claffis eft intelligen
dum , qui fi fuerint a, a^, a^^, a^^^ etc. etiam produ&ta tam
ex binis quam pluribus horum numerorum, atque adeo etiam
omnes eorum poteftates in eadem claffe reperientur, poftquam
fcilicet per 4. n diuifi ad refidua minora quam 4 m fuerint
redu&i. Deinde etiam demonftraui, fi cz fuerit numerus po
fterioris claffis, tum in eadem quoque reperiri debere nu
meros a cz, a^α , a^^cz , a^^ cz, etc. Vnde patet, multitudinem
numerorum pofterioris claffis minorem effe non poffe quam
primae claffis. Quod autem multitudo vtrinque fit prorfus
aequalis. id etiam facile demonftrari poteft. Tum vero etiam
hoc c rtum eft, fi cz, cz^, cz^^, cz^^, etc. fuerint numeri po
fterioris cla(fis, tum tam eorum quadrata quam eorum pro
du&ta ex binis in priorem claffem ingredi , produ&a autem
ex ternis iterum in claffe pofteriore reperiri. .
Corollarium 3.
§. I 3. Omnia igitur, quae adhuc in hoc genere
defiderari poffùnt, huc redeunt, vt demonftretur, claffem
4 n i -i- & omnes continere numeros primos , qui nequeant
effe diuifores formae p p + m q q ; tum enim eui&um erit,
omnes numeros primos formae prioris 4 m i —4- a certe effe
diuifores cuiuspiam numeri formae p p —— m q q.
Problema IV.
§. 1 4. Inuenire omnes diuifores primos numerorum
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ante , p et q non fòlum fint primi inter fè, fèd etiam
primi ad n.
-
Solutio. * - - *
I. Conditio, quod p fit etiam primus ad n, ide6 tan
tum hic adiicitur , quia alias etiam omnes diuifbres numeri
n hic in cenfum venirent, quos tamen hic excludimus, vtpo-'
te per fe manifeftos. Hic igitur primo patet, fi fuerit • D
diuifor primus formae p p — n q q, tum etiam fore diuifo
rem formae m q q — p p, fiquidem fuerit n q q maius quam'
p p. Nam fi fuerit D diuifor formae p p — m q q, erit quo
que diuifor form ie m p p — m n q q , quae forma,! fi loco
n q fcribamus r , abit in hanc : m p p — r r. Deinde eodem
modo vt ante patet , femper fore
D = fr r -+- 2 g r s -+- h s s ,
exiftente fh — g g = — m, hancque formam femper ita re
duci poffe, vt fiat 2 g <f fimufque 2 g < h , vbi quidem
figna numerorum f et h non refpiciuntur, fi forte alteru
trum membrum fiat negatiuum ; quare cum, ob f> 2 g et
h > 2 g , fit f h > 4gg, euidens eft fieri non poffe
f/i — g g = — m
nifi vel f vel h fuerit negatiuum, vnde forma diuiforis ita
debet conftitui , vt fit
-
D — fr r —}- 2 g r s — h s s
fierique debet —fh—gg=—m, fiue fh-Fgg=-+-n. Quo
niam igitur fh > 4gg, neceffe eft vt fit 5 g g< n, ideoque
g < V ;, ita vt hoc cafu pauciores valores pro g relinquan
tur. Tum autem erit
Df — ffr r —H 2 g r s —fh s s, fiue
Df= (fr -+- g s)*— n s s
IN n 3 quae
*,
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quae eft forma ipfa propofita. Porro autem erit
D h= n r r — (g r — h s)*,
quae eft forma noftra inuerfa m p p — q q. Hinc igitur in
telligitur, fi fuerit D f numerus formae p p — m q q, tum
eo ipfo formulam D h fore numerum formae m p p — q q.
lI. Accommodemus haec etiam ad eam formam di
viforum, quam olim exhibui ; ac primo quidem fi fuerit
Ditpp nqq, pro cafibus quibus q eft numerus par, ideoque
q q formae 4. i, fiet D==pp—4ni ; vnde fi ponatur D=4ni-i-a,
ob p p > 4 n i , fi ponatur p p = 4 m k —— b prodibit talis
forma: D = 4 m i + b, ita vt fit a = b, ideoque omnes nu
meros quadratos ad 4 n primos in fe comple&atur. Sin au
tem fit q numerus impar , ideoque q q formae 4. i + 1, fiet
Di- pp— m — 4 m i , pofitoque iterum pp= 4. mk-Hb, prodit
D=4m i+ b — m, ita vt hoc cafu fit a= b — m, vbi b denota
re poteft omnes numeros quadratos, vel refidua inde orta.
Simili modo fi fuerit D = m p p — q q, euidens eft, valores
pro a hinc prodituros praecedentium fore negatiuos, ita vt
a comprehendat omnes numeros quadratos, deinde etiam
omnes numeros formae p p — m, tam pofitiue quam nega
tiue fumtos ; quamobrem forma omnium diuiforum ita ex
hiberi poterit, vt fit 4 n i -+- a , forma autem pro numeris
ex claffe diuiforum exelufis erit 4 n i -+- az , quorum mul
titudo aequalis eft priori, fcilicet & femper totidem fortietur
valores, quot habet littera a, -
III. Quo igitur etiam in hoc genere nihil amplius
defiderari queat, id tantum fupereft, vt demonftretur, for
- Imam
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mam pofteriorem 4 n i -+- cz omnes plane continere nume•
ros primos, qui nunquam effe queant diuifores vllius nu
meri vel formae p p — n q q, vel m p p — q q.
Corollarium I.
§. 1 5. De his binis formulis: 4 n i -+- a et 4 n i -+- az,
quarum illa omnes diuifores inuoluit, haec vero excludit,
eadem valent, quae ante funt tradita. Scilicet fi a, a', a^/, etc.
ad priorem claffem pertineant, ibidem quoque reperientur
tam omnes poteftates quam produ&a ex binis pluribusue
horum numerorum ; tum vero fi cz fit numerus pofterioris
claffis , ibidem quoque, occurrent omnes numeri a cz , a^ az,
a^^a: , etc., ita vt multitudo horum numerorum minor effe
nequeat quam prioris claffis.
Corollarium 2.
§. 16. Quoniam littera a comple&itur omnia qua
drata , ante omnia eius valor erit — I, tum vero etiam 9,
2 5, etc. nifi numerus m habeat diuiforem ve! 3, vel 5, etc.
His enim cafibus ifta quadrata excludi oportet, quia alioquin
forma 4 n i -■- a numerus primus fieri non poffet.
Scholiom.
§. 17. His igitur generalibus praeceptis expofitis
omnia clariora euadent , fi cafüs particulares euoluamus ;
hic emm plura adhuc occurrent , quae in genere attingere
non licuit. Sufficiet autem id in aliquibus exemplis often
diffe , quibus pertra&atis non difficile erit tabulam conftru
ere , quae pro omnibus cafibus formas diuiforum primo
rum} exhibeat.
Exem
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Exemplum I.
§. 1 8. Inuenire omnes diuifores primos numerorum
in formula p p + n q q contentorum , dum fcilicet pro p et
q affumatur numeri inter fe primi.
Solutio.
Pofito diuifore primo
D =fr r -+- 2 g r s -+- h s s,
ob m = 1 debet effe fh — g g + 1, tum vero g < V;; vn
de patet, pro g alium valorem affumi non poffe praeter o;
tum autem erit f h = 1 ideoque tam f- 1 quam h = 1 ,
ficque omnes diuifores in hac forma D — r r —Hs s conti
nebuntur , ita vt fumma duorum quadratorum alios diuifo
res non admittat, nifi qui ipfi fint fummae duorum qua
dratorum. Altera autem forma diuiforum erit 4 i —■— 1 , et
excludentur omnes numeri formae 4 n -+- 3 fiue 4 n — I.
Quod fi ergo demonftrari poffet , formulam 4 i — 1 omnes
plane continere numeros primos, qui nequeunt effe diuifores
formae p p —— q q , tum fimul demonftratum effet , etiam
omnes diuifores primos formae 4 i —— 1 fore fummam
duorum quadratorum. Hoc autem iam dudum a me poft
Fermatium eft demonftratum,
Exemplum 2.
- §. 1 8. Inuenire omnes diuifores primos formae
p p — q q.
Solutio.
Hoc exemplum ad problema quartum refertur, eft
que n=I, et quia debet effe g < Y;, neceffario fieri oportet
3 –
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ig = o, ideoque fh = 1, vnde oritur haec forma diuiforum:
= r r — s s , quae vtique continet omnes plane numeros
primos excepto binario. Quamquam enim haec forma habet
fa&tores r —— s et r — s, tamen continet omnes primos, fi
fuerit r — s = I, cuius ratio eft peculiaris., Id etiam altera
diuiforum forma declarat, qua, ob a = I, fit 4 i -+- I, in qua
gmnes plane, numeri impares continentur, ita vt hoc cafu
nulli excludantur, alterâque forma 4 i -+- & hoc folo cafu
nullum locum habeat. Ceterum hic cafüs proprie huc non
pertinet, quia diuifores formae p p — q q per fe conftant.
* <*. • • v
- -
• • - - ' • • Exemplum 3.
...: . §. I9. Inuenire omnes diuifores primos formae
p p -+- 2 q q. . • - ' ' · · · · · · ·
- ' , Solutio.
- Hic cafus pertinet ad problema tertium, exiftente n=z,
vnde cum debeat effe g < V;, erit g = o , ideoque fh= 2,
hinc forma diuiforum erit = r r -- 2 s s. Vnde patet, nu.
meros formae p p -+- 2 q q alios non ' admittere diuifores,
nifi qui fint éitisdém formae,' quod 'quidem etiam iam du
dum eft demonftratum. Altera autem forma D= 8 i -+- a ,
ob a = p p, vel etiam a = p p + 2, pro a hos dat valores:
1 et 3, ita vt omnes diuifores formae - p p —— 2 q q fint vel
3 i —— I vel`8 i-}- 3. Formae ergo, quae ex clafTe diuifo
' , rum excluduntur, funt 8 i -+- 5 et 8 i -+-7, quas igitur fub
£orma 8 i —— a comple&ti oportet. Quod fi ergo demon
ftrari poffet, folos numeros primos harum formarum ex
claffe diuiforum excludi, fimul demonftratum effet, omnes
numeros primos priorum formarum 8m-+-r et 8 n -+- 3 con
tineri in formula p p + 2 q q, id quod quidem iam eft often
, ' Euleri Op. Anal. Tom. II. O o fum.
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fum. Ceterum: binae pofteriores formulae etiam ita exprimi
, poffunt: 8 i -- I et 8 i — 3, ita, vt valores ipfius. & fint negá
.tiui ipfius a, id quod in genere , de diuiforibus formae
…
p p. —H n q q. e[t tenendum. , •,, , • * •. -- *\ *.) «
a
! — ~ * - ... - * , . . i* • . ■ . . - \ ' .
, ' ' Exemplum 4. • r ^ ,
* * §. 2o. Inuenire omnes diuifires primos formae
'p p— 2 q q fiue 2 p p + q q.' i , ; ; * * . • i-'i'J IIo vi... :
1 . _ * * * . * . . , '• .. 1 . ) . . ' ' ;!; c! r. ,'. : ;
` Solutio. --- *''' ' • -* -*-*-* 1
Ex problemate quarto eft n= 2, ideoque, ob g< Vt,
erit iterum g = o et fh = z, vnde pro diuiforibus erit
$D = r r — 2 ss, vel etiam D= 2 rr . ss; vnde patet has for
mas nullos alios diuifores admittere, nifi qui ipfi' fint eius
dem formae. Pro forma autem D=8 i -+- a, quia eft a= pp,
vel etiam a=pp—2, valores pro a erunt + i , ergo omnes
'dinifores continebuntur in forma 8 i -+-, I ; excluduntur ergo
'omnes numeri formae 8 i -+- 3. Vnde fi foli numeri primi
formae 8 i + 3 ex claffe diuiforum excludantur, necefTe eft,
vt omnes numeri primi formae 8 i + 1 ia, forma, propofita
contineantur. ' r. -
« - - - - - • a. • • •-*----- --- --- --- - -•--*
- * - , •• * T. . . .•\ - *. - Y . * , • • • \ -- '. : »
* , Corollarium , r. . . ,; . . .
§. 2r. : Cum in Problemate tertio redu&io, diuiforum
ad formam p p +- m q q plerumque vnico tantum modo fuc
cedat, in cafu problematis quarti talis : reduétio, femper in
finitis modis fuccedit ; femper enim numeros p et q infinitis
modis ita affumere “licet, vt vel ipfe diuifor D, vel Df
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' ' ' ' * Corollarium 2. …: … - ' ' '
* §. 22. Cafu autem huius exempli notari meretur,
fi fuerit D = p p — 2 q q, tum etiam fore D = 2 r r — s s ,
quoniam hae, duae formae inter fe aequalés fierí poffunt,
iis enim aequatis fit . • •; ' ' ' ' ' ' ' -- : -
, • . '. ' ' ' ' ' : … . . ' ' ' '** •
' ; , q pp+ss=2(qq-*-rr)=(q-i- r)'-+-(q—r)',
ita vt fit p = q+ r et s = q — r. • • ' * ' . . .
- •• • … . ■ • r \ ' 1 : f. :.'.:' ' ' , "O
- • -- - - - - - .
£. . i •' *** . r, … , „* * * * * ,
-* •
* , I. j
¢
o|)ora eo ' , ' ' Exemplum 5. : « … '* y. 1 1. i
&* * * . • . .',,..,!. o'. ? . . . • - . , , : ;
• -•• uire äiuifores primos 'formae - *





-..• « •*''' ■ : , , ::: . $. $i,,,:,,'-****** ** "* ' ' • *
•*. k • I : .. . . Solutio. &: giia ***) *** ; o ., . r
'. .\' Quia hic eft n=3, ideoque g<i, tautum erit g=o,
hincque diuifor D = r r —— 3 s s , ita vt etiam hoc cafu
omnes diuifores primi fint formae p p +- 3 q q. Quia
autem limes pro gtinuentus ipfi vnitati aequatur, quam
fuperare non debet, euoluamus etiam cafüm g = I, vnde fit
f h = 4 ideoque vel f= 1 et h = 4, vel f= 2 et h = 2.
Priori cafu fit ¢¤ ` · · · · •
• . D= r r + 2 r s +4 s s = (r + s)*+3 s s,*
*- * • t •* - *. - * .
quae eft ipfa forma propofita, Altero cafu fit . .
- *- - - - t • - - _ • • • . * .
, ' ; . D = 2 r r-- 2 r s -+- 2 s s, , . ,. . . . .
quae forma cum fa&orem habeat 2 ftatui debet i ' ;
* - D — r r -+- r s —H s s ` · · · I I. ' • k • .
quae autem pariter ad propofitam reducitur., Nam fi s eft
- • • * - -
numerus par, puta s = 2 t, erit
D = r r+ 2 r t -+- 4 t t = (r -+- t)* + 3 t t ;
-c.'.'' O o 2 fin
… ” - d.
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fin autem s eft numerus, impar, etiam r debebit effe im
par, quia alioquin ad cafum praecedentem reuolueremur ;
èrit ergo r + s, numerus par, vnde pofito r = 2 t— s fiet
D = 4 t.t — 2 t s + s s = 3 t t +(t — s)*,
vnde patet fuperiorem conclufionem etiamÂnunc valere, femiâ
perque effe D = r r + 3 s s. Deinde pro formula 12 i + a.
ob a = p p erit a = I, tum vero formula ; a = p p +- 3
dat a = ^, vnde omnes diuifores continebuntur in âlteruträ
harum formularum : 12 i -+- I vel 12 i -+-7, quas coniun&im
ita repraefentemus: 12 i + I , + 7, vel etiam hoc modo
12 i —— I, — 5. Si enim omnes valores ipfius a infra 2 w
in genere deprimere liceat, admittendis fcilicet numeris nega
tiuis, tum altera formula, 12 i = &, in qua nullus di
vifor continetur, erit 12 i+ 5 et I2 i + II, vel I2 i— I, + 5,
vnde patet ih genere valores ipfius & negatiuosfeffèipfius a.
* , , ' , ' f ;' · · * ' _ . ' . '.'*. •'• '* T.'. ...-
- - - - - - -
.
Exemplum 6. ' . '
1„ , . . . „ ************** **; , ; ; . . „ ....:
§. 23. huinire diuiforis formulae, pp.— 3 qq etiam
3 p p - q q. ', · · · · · J. i … \ * •* ••. '^' * - •
• • • • . -- . Solutio. * ' . '.
Applicando hic problema quartum erit n =3, ideo
que g < V;, confequentur g = o et fh = 3; vnde diuifor
erit D = r r- 3 s §. Hinc patet, hos inümérös nüllos alios
diuifores admittere, nifi qui fint eiusdem formae.** Deinde
pro formula 12 i,-+- a, ob a = p p, vel a- 3— p p, alii va
lores non prodeunt, praeter a = I, ita vt omnes diuifores
contineantur in hac forma: 12 i -+- I, Formula igitur diuifo
res excludens erit i2 i -+ 5. T _ _-
- -
.
- - - _ * * . * * .. -
, \ : -.- . , - • 1 , • '* .
- \ *• ' .
; Scho
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- •. . I - Scholion. •' -
§. 24. Iftas formulas iam olim expediui, et de
monftraüi eas alios diuifores non admittere, nifi qui fint
éiüsdem formae, id quod in maioribus numeris pro m af
fumtis' non femper contingit. Conueniet autem eos cafus
excludere, quibus m eft vel numerus quadratus, vel per qua
dratum diuifibilis. Si enim foret n = k m m, tum formula
p p -££ ffi'fi q q 'conueniret cum hac : p p -f- k q q.
l) „ • • • • ? -1. - -;, , ,,,,-.,-, , ,
*.
» , ; « Exemplum 7. , , . * * ; .
§. 25. Inuenire diuifores numerornm p p -+- 5 q q.
* Solutio.
Ob V; >g erit ve1 g = o vel g — 1 ; priori cafu fit
fh = 5, pofteriori vero fh == 6. Prior cafus dat diuiforem
D - r r + 5 s s , quae eft ipfa forma propofita ; pofterior
vero dat vel - • . . . . . . .
D = r r-- 2 r s + 6 s s vel
* ' * b= 3 f r-4-2} s + 3 s s.
»
átiárüm förmarüih illa per reäu&ionem "ad primam redit,
êufn fit _ . ; ' " , , , – – –;
* · D= (r'-+- s)' +-5 s s, - - - - . •
haec verò àb illa difcrepat, cum inde fiat
2D=4rr-+-4rs-+- 6ss= (2r -+- s)*-+-5ss ;
vnde patet, omnes diuifores vel ipfos effe numeros huius
formae, vel eorum , dupla, ita vt, fi ipfe diuifor D, non
fuerit formiae p p +5 q j ,,eius duplum 2 D certe futurum
fit hujus formae. Deinde pro forma 2o i+ a, ob a = p p
eius valores hinc nati erunt 1 et 9, ex altera autem for
O o 3 mula
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mula = p p + 5 colliguntur iidem valores 1 et 9. Quia ve
ro hic tantum de diuiforibus agitur, pro a, etiam fumi po
terit £ p ;t, vnde oriuntur valores 3, 7, ficque formula omnes
diuifores continens erit , 3oi+ i, -+-3, -+-7, -+-9, contra
vero formula diuifores excludens erit 2o i-I, -3, —7, — 9.
Si iam demonftrari poffet, iftam poftremam formulam conti
nere omnes numeros primos, qui nequeunt effe diuifores for
mae propofitae, fimuldemonftratum foret, omnes numeros pri
mos in priore forma contentos certo effe diuifores cuiuspiam
numeri formaep p + 5 q q, ideoque vel ipfos vel eorum dupla
eandem formam habere debere. Tales autem numeri vsque
ad centum funt - - -
I, 3, 7, 23, 29, 4', 43, 47, 61, 67, 83, 89.
' Exemplum 8.
* §. 26. * Inuenire diuifires numerorum formae pp-5qq.
Solutio. **, > … , , (•. . •
Hic ex problemate, quarto eft n=5, vnde ob g<V;
fumi poterit g = o, vel etiam g = 1. Nihil enim nocet
fumere g = I ; fuperfluum tantum foret, ipfi maiorem va
lorem tribuere. At g = o dat diuiforem, r r — 5 ss, hoc
eft formae propofitae; alter vero valor g = 1 dat f4 = 4





- * • *•- -. - - Y *. •. - • *. '— * •• *,
= r r -+- 2 r s -- 4 s s , vel . - * * * * *
D = 2 r r -+- 2 r s — a s s. . *,* *.
Prior reducitur ad D= (r-4-s)'— 5 ss, hoc eft ad propofitam,
pofterior vero per 2 diuifa dat diuiforem, – – .
'', - . , ° T :: ; .< . ; ' : • * - • •
* . D = r r-- r s — s s , ,
- - • • - * * - * - - -












quae forma, etiam ad propofitam reducitur, quod ita oftendo.
Vel ambo numeri r et s erunt impares, vel altera par, al
ter impar. Pro cafu pofteriore fit s = 2 t eritque
- - • a. * - - -
* D = r r -+- 2 r t — 4 t t, fiue D= (r-4 t)'— 5 t t.
Sin autem ambo numeri : fint impares, erit eorum fuuma
r —— s par, puta 2 t, ideoque r = 2 t—5, vnde fit
D= 4tt— 2. ts- ss=5tt—(t -+- s)*
Patet igitur, omnes diuifores numerorum formae propofitae
quoque eiusdem effe formae. Iam pro forma 2oi -+- a va
lor a = p p praebet , et 9, alter autem valor a=5-pp
praebet itidem I et o, ita vt omnes & diuifores contineantur
in hac forma 2o i -+ I, —H 9. Altera autem forma diuifo
res excludens erit 2o i + 3, -+- 7- . *
- Scholiom.
' . . §. 27. Quoniam ex his exemplis iam fatis liquet,
quomodo pro minoribus numeris n fingulas has operationes
inftitui oporteat, aliquot exempla circa numeros maiores ad
huc afferamus.
-
':' * •. .• *
• .- •. Exemplum 9.
'•' * ' §. 28. Inuenire omnes diui/ores primos numerorum
formae p p -f- 17 q q. - *,
- * • . Solutio, ^
'. Cum fit V ; < 3, : pro g habebimus tres valores
o, 1, 2. Primo fit g= o, ideoque fh = 17, hinc diuifor ori
tur G=rr+ 17 ss, ideoque ipfius formae propofitae. Secundo
fumatur g = I, erit fh=18=I. 18=2. 9= 3. 6, vnde nafcun
tur hae formae: -
L* : I*. D
-
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r°. D=rr+ars+-i8ss=(r+s)'+ 17 ss ' *
2°. D = 2rr-+-2 rs-+- 9 ss, vnde fit ... .
2D=4rr+4rs+18ss=(ar--s)'+17 ss ;
ita vt 2 D fit formae propofitae : •
3°. D=3rr+-2rs-- 6 ss
cuius triplum induit formam propofitam:
Tertio fit g = 2 ideoque fh = 21 = I. 21 = 3. 7; vnde
oritur ? * .
: . ;
1°. D= rr -+- 4 rs -H2I s s-=(r-+-2 s)*-+-17 ss . .
2°. D= 3* r-!-4 rs-- 7 ss -
cuius triplum iterum formam propofitam * induit. Quam
obrem omnes diuifores ita erunt comparati, vt vel ipfi, vel
eorum dupla, vel eorum tripla habeant formam propofitam.
Quod deinde ad formam 68 i -+- a attinet, valor a = p p
praebet numeros, I, 9, 25, 49, 13, 53, 33, 21 ; alter autem va
lor a=p p+ 17 dat 21, 33, qui numeri , cum praecedentibus
conueniunt. Qui autem hic etiam fubdupla et fubtripla oc
currere poffunt, primo patet formam a = £? nullos dare va
lores idoneos: at a=££ fequentes praebet numeros: 3, 27, 7,
II, 39, 23, 31, 63. Deinde vero formula a=£f=# 2 dat 9,
21, etc. qui numeri iam occurrunt. Denique formula
a = ££*£- i? praebet 7, II, 27, etc. qui itidem iam adfunt.
Quamobrem omnes valores idonei pro a erunt
I, 3, 7, 9, II, 13. 2I, 23, 25, 27, 31, 33, 39, 49, 53, 63.
Hi autem numeri multo facilius inueniri poffunt ; ftatim
enim atque aliquos tantum reperimus, quoniam nouimus,
eorum produ&a ex binis pluribusue etiam occurrere debere,
ante omnia autem omnes numeri quadrati per fe occurrunt,
€X
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ex quibus, quia etiam 3 occurrit, iam omnes plane repe
riuntur. Quod fi iam omnes hos numeros infra femiffem
numeri 68 deprimamus, dum maiorum, complementa ad 68 .
figno — affeéta apponimus, tum valores ipfius a fequen
tem feriem conftituent: * ,
+I, +3, —5, +7, +9, + II, + 13, — 15, -19, +21,
+23, +25, +27, —29, +3T, -+33.
Si iam omnium horum numerorum figna mutemus, obti
nebimus, omnes valores litterae & , pro formula 68i -+- cz,
ex qua: omnes diuifores funt exclufi.
Corollarium 3.
§. 29. Hinc igitur perfpicuum eft , etiam pro om
nibus aliis numeris pofitiuis loco. m affumtis in valoribus
litterae a omnes plane occurrere numeros impares minores
quam 2 m, et qui fimul ad m fint primi, dum alii figno +,
alii figno — funt affeéti. -
Exemplum Io.
§. I o. Inuenire omnes diuifores primos numerorum in
hac formula: pp- 19 qq, vel etiam I9pp- qq contentorum.
Solutio.
, . Hic igitur ob n=19 erit g < V'?, ideoque g<2, vn
de habebimus vel g=o vel g= I. Sit primo g= o erit
que diuifor D = r r — 19 s s ob fh= 19, ideoque hi diui
fores iam funt ipfius formae propofitae. Sit porro g= I
fietque
Euleri Op. Anal. Tom. II. P p fh
-&: ) sos ( **-
fh = I9-1=18=I. 18=2. 9=3, 6;
vnde tres cafus funt euoluendi : - -
I*. D= rr -+-2 rs — 18 ss=(r-4- s)* — 19ss '
quae forma iam in propofita continetur. ' -
2°. D=2rr-+-2 rs--9 ss,
euius duplum ad formam propofitam redit.
3°. D=3rr-f-2rs- 6ss
euius triplum in forma propofita comtinetur. Sicque omnes
diuifores quaefiti vel ipfi , vel eorum dupla , vel eorum
tripla in forma propofita continentur. Deinde pro forma
4 m i —- a, fiue 76 i -t- a valores ipfius a ex fequentibus
formulis deriuari debent: -
r°. a= pp dat I, 9, 25, 49, 5, 45, I7, 73, 6r.
2°. a=££ dat nullos valores idoneos, quia omnes forent
pares. 3°. a =££, fiue a =3tt, praebet hos valores :
3, 27, 75, 71, 15, 59, 51, 67, 3r.
4°. a=19-pp dat 15, 3, etc.
qui iam occurrunt,
5°. a===*£ dat 9, 5, 3, etc.
qui itidem iam adfunt.
6°. a=r=*? dat 5, 1, 15, etc.
qui etiam adfunt. Quamobrem omnes numeri idonei pro •
affumendi, quoniam tam pofitiue quam negatiue accipi pof
fünt, infra 38 deprimi poffunt, dum fcilicet maiorum com*
plementa ad 76 apponuntur.
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Pro altera autem forma 76i+ x, in qua nulli diuifores oc
currere poffunt, valores ipfius & funt fequentes:
7, II, 13, 2I, 23, 29, 33, 35, 37.
Scholion.
§. 3r. Ha&enus alios numeros pro m non affum
fimus, präeter primos, quamobrem etiam adhuc adiunga
mus duo exempla circa numeros compofitos.
Exemplum II.
6, 32. Inuenire omnes diuifores primos numerorum
in hac forma contentorum : pp-\-3o qq.
a. - '.', ; _ Solutio. -
Hic ob n=3o et g< Vio, loco g quatuor valo
res affumi conueniet, o, 1, 2, 3 quos ergo fingulos per
Curf3l111llS j
I. g=o praebet fh=3o, vnde pro diuifore D fequentes
formulae nafcuntur: … s , •
, , 1°. D= * r-4-3o ss ,
• , 2°. D=2 rr -+-15s s ;
* 3°. D=3rr-+- ioss
4°. D=5rr-- 6ss • • • . -
duarum prima cum forma propofita congruit, tum vero fe
cundae duplum, tertiae triplum et quartae quintuplum ; vbi
notetur,, loco quintupli etiam fextuplum fumi poffe, quan
doquidem fi fuerit ' , & -* - -
. . sD=pp-+-3oaa;
•* * * *
•
*
v ^ --^ , • • • • ! • •. j .'
; \ . . • ^ ., * * . . . . . *
P p 2 tum
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£tIm etiam erit: r ' - · · •* . · · { rit , i. !.i-ji*; -
6 Di- pp -+-3oqq . ,. , • , , … , ~, .
II. Sit iam g= I, erit fh=31, vnde vnica formâ nafcitur
D= r r-+-2 rs-+-31ss= (r—-s)*-+-3o ss ,
quae eft ipfa forma propofita. . * * .. *.
-
- '' ' '. -;
III. Sit g= 2, erit fh=34=I. 34= 2, I7 ;, vnde duae
formae nafcuntur - . • I ■ . . .*• c '
I*. D = rr-+-4 rs +-34ss=(r-4-2 s)*-+-3o ss.
• - , * .* - - -
2". Di- 2 r r-+-4 rs-H17 ss , * .
cuius duplum ad formam propofitam ' reducetur. .>
• IV. Sit g= 3 eritque fh =39= I. 39 —3. 13, vnde iterum
duae nafcuntur formae
. , . i • ; •»
I. D= rr-+- 6 rs -+- 39ss=(r-4-3 s)*-+- 3oss
2°. D= 3rr--6rs-HI3ss , T * * * * -
cuius triplum induit formam propofitam. Ex his igitür fe•
quitur , omnes diuifores D ita effe comparatos, vt vel D,
vel 2 D', 'vel 3D, vel 6D in forma propofita contineartur.
Peinde vero pro forma 4ni-- a= 12o ii+-d'°'afite omi\ia
notetur , multitudinem omnium numerorum mihorum quam
12o fimulque ad 12o primorum effe 32, vnde iam certo in
ferre poffumus, numerum valorum , tam, litterae a quam &
effe 16. Cum igitur primo in a. omnes, numeri, quàdrati oc
• & - ^ . _. • … -
currant, formula a = p p dabit hos tantum numeros: I et
- •* • • . * • * . * ' _ , * * , ' ' ^ ^..i. t'11 ' .f* iii 2. £*' L..…1…... -
49 : at verò formae ??, £? et *,* nullos' plané praebent nu- . :' ' ,. . '* ;*;; .**1'i.; * f". , • • • * • j • •-. .• T * * * * * - * * •
meros ad i?o'piimios. Alterâ verö forma , a= pp+-3o
- · · · . - … *. - ' - * * - -* *- ! • ; . *! - _ -
pra-bet hos tantum numerös : 3, 79. Hinc autem porro
0? … Pe-* re, fiue haec: a= 2 tt-+- 15 praebet i7; 23, 47, II3
Porro a=-tt-H*, fiue a=3tt+16 praebet 13, 37. 'Haec igi
• r • s ; *! tur
-&£ ) gor ( £
tur forma tantum dat duos valores. - Denique a=£££*, fiue
a= 6 t t-+-5 dat , hofce : II, 29, 59, IOI. Hoc autem modo
tantum I4 prodierunt valores pro littera a, ita vt duo ad-,
huc defiderentur. Verum hic perpendendum eft , loeo for-,
mulae pp-\-3o generalius poni potuiffe pp+3o q q, vnde
fumendo p-3 t et per 3 diuidendo ftatui poterit a-3tt+Ioqq.
Sit nunc q-= 2, fietque a=3tt+-4o, vnde cafus t= r
praebet a=43, at t= 3 dat a=67 ; hocque modo na&ti fu
mus omnes i6 valores ipfius a, qui ordine ita procedunt:
, I, II, 13, 17, 23, 29, 31, 37, 43, 47, 49, 59, 67, 79, ior, II3.
Quod fi iam loco numerorum maiorum quam 6o eorum
complementa ad, I2o cum figno - fcribantur, ifti numeri
ita difponi poterunt: . • . -
.- * + I — 7, + II,+ I7, — T9, -+-23,-+29, -+-3r,-+ 37, — 41,
o * : +43, +47, +495-5o,+59, . .
vbi omnes plane numeri impares ad 3o primi occurrunt:
véf figno -+- vel — affeéti, vbi, fi figna mutentur, habebun
tur omnes valores litterae cz pro formula 12o i —— α , cu




§. 33. Omnes ergo * diuifores nnmerorum formae
pp+ 35 qq. in quatuor clafTes diftribuuntur, quarum primi
continet eos, qui ipfi, funt formae pp-+-3o qq ; fecunda
claffis vero eos, quorum dupla funt eius formae, tertia ,
quorum tripla et, quarta denique , eos, quorum quintupla
vel etiam fextupla ad formam pp-+-3oqq reduci poffunt.
Hae igitur quatuor claffes, fi formam propofitam pp-+3oq q.
littera F, diuifores vero littera D defignemus, hoc modo re
Praefentari poffunt : ,
-f ; , :
* s ), ■ : *
P p 3 . I.
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I. D—F; II. 2D —F; III. 3D—F; IV. 5D—F;
vbi notaffe iuuabit, fi fuerit 2 D — F, tum etiam fore
15 D — F ; fimilique modo fi fuerit 3 D — F, erit etiam
IoD=F; at fi fuerit 5D=F, erit etiam 6D=F.
*
Corollarium 2.
. §. 34. Quando dicimus, omnes diuifores numero
rum formae propofitae pp——3o q q in forma 12oi-Ha con
tineri, id non ita eft intelligendum , quafi omnes numeri
in formula 12oi -\- a contenti effent diuifores, fed inde ex
cludi debent omnes illi, qui per quempiam numerum for
mae 12oi-4- & funt diuifibiles. His autem fublatis maxime
probabile videtur, omnes reliquos numeros formulae 12oi--a,
ideoque imprimis numeros primos, certe fore diuifores cu
iuspiam numeri formae pp-\-3oqq. Ifti autem numeri
primi in formula 12o i-+-a contenti facili negotio quousque
libuerit affignari poffunt, quippe qui hoc ordine vsque ad
24o progrediuntur
I, II, 13, 17, 23, 29, 31, 37, 43, 47, 59, 67, 79, IOI, n3,
331, 137, 149, 15], 157, 163, I67, 179, 199, 233.
Corollarium 3.
§. 35. Quoniam omnes diuifores funt quadruplicis
generis, inde etiam valores ipfius a in quatuor claffes diftri
bui conueniet, prouti inde oriuntur diuifores vel primae,
vel fecundae, vel tertiae, vel quartae claffis, quibus ergo
fubfcribamus chara&eres cuiusque claffis I, 2, 3, 6, hoc modo:
3, II, 13, 17, 23, 29, 31, 37, 43, 47, 49, 59, 67, 79, 1oI, II3
I, 6, 3, 2, 2, 6, I, 3, • 3, 2, f, 6, 3, 1, 6, 2•
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Exemplum 11.
- - 36. , , Iuuenire omnes diuifores primos numerorum in
hac forma: pp-3oqq, /iue in hac : 3opp—qq contentorum.
Solutio, -
Cum hic fit V(? <3, pro littera g habemus ta
tum tres valores o, r, 2. Hinc cum fit fh=3o—gg, pro
primo cafu erit fh= 3o, pro fecundo fh= 29 et pro tertio
fh=26, quos igitur cafus euoluamus.
I. Sit g=o et hinc nafcuntur fequentes valores :
1°. D = r r— 3o s s ,
z°. D = 2 r r — 15 s s ,
3. D= 2 r r— io s s ,
4°. D = 5 r r — 6 s s.
II. Si g= 1 vnica forma nafcitur
D= rr -+- 2rs—29ss=(r—t—s)*-3o*s,
quae ergo eft ipfa forma propofita.
III. Si g= 2 oriuntur duae formulae
1°. D=rr-\-4rs—26ss= (r+2sX-3os* :
iterum ipfa propofita ;
2°. D= 2rr-i-4rs-13ss,
cuius duplum fit numerus formae propofitae. - Hinc ergò
mafcuntur quadruplicis generis diuifores, qui pofita fittera 8
pro formula propofita funt
I. D— E. II. a D—F. III. 3D= F. IV. 6D=F.
Deinde vero pro formula omnes diuifores continente 12oi-!- a
erit primo vei a=pp , vel a=* yel »-£ ve! a-*;? ,
- vnde
…”
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vnde alii numeri ad 3o primi oriri nequeunt nifi ex prima
forma a= pp , ideoque duo tantum valores. hinc nafcuntur :
fcilicet I et 49. Altera autem forma erat, a= vel 3o—pp,
vel t-ff , vel i-£?, vel ££?, quarum prima a=3o-pp
praebet hos numeros : 29, 19, 91. Quia autem loco 3o po
nere poffumus 3o q q , formula a = 12o — p p praebet in
fuper hos valores: II 9, 71. Secunda ad formam a:- 2 tt- 15
reduéta dat hofce numeros: 13, 7, 17, 83, II3, IO7. Huic vero
formulae aequiualet 15pp-2q q , ergo fumto p = 3 erit
quoque a — 135— 2 qq, vnde prodeunt 13, 7, Io3; ideoque in
fuper nouus Io3 accedit. Ex tertia forma a = 3 t t — Io
hofce nouos numeros nancifcimur: 7, 17, forma autem affinis
a = Io t t — 3 praebet infuper 37. Ex vltima forma 5tt— 6
nafcuntur hi valores: I, IÌ9; ex forma vero affini a=6tt-5
ifti : I, 19, 49, 9I. Hinc imprimis notandum eft , eosdem
numeros ex diuerfis claffibus oriri poffe. Prodierunt autem
haétenus
I, 7, 13, 17, 19, 29, 37, 49, 71, 83, 91, I03, Io7, II3, II9
quorum valorum numerus quidem tantum eft 15, cum effe
deberet 16 ; quia autem nouimus, cuiusque numeri eom
plementum ad I2o - etiam occurrere debere, ifte defe&us fa
cile fuppletur. Deerat fcilicet IoI tanquam complementum
ipfius 19, Quia autem numeri a tam pofitiue, quam nega
tiue accipi poffunt , complementa reiicere licet, `ita vt pro
a habeamus o&to fequentes valores : - *
I, 7, I3, I7, I9, 29, 37, 49 i
reliqui igitur numeri, praebent valores litterae &, , qui erunt
totidem






•&£ ) 3o5 C 3*-
Corollarium I.
§. 37. Hoc igitur cafu, admiffo meo Theoremate,
quod omnes numeri primi in forma 4 n i -+- a contenti fi.
mul fint diuifores numerorum formae p p + m q q ; numeri
primi ex noftra* formula 1 2o i —— a orti vsque ad 24o funt
fequentes: - -
I, 7, I 3, I7, 19, 29, 37, 71, 83, 1 o I, I o3, I 67, 1 I 3,
* I 27, I 37, I 39, I 49, I 57, 1 9 I, 223, 227, 233.
Corollarium 2.
- §. 38. Quoniam in hac euolutione vidimus, eos-.
dem numeros ex diuerfis claffibus ortos effe , manifeftum
eft nequicquam quatuor claffes diuerfàs effe conftitutas, fed
binas éarum in vnam coalefcere poffe. Prirho efiim dmnes'
diuifores' quartae claffis, pro quibus erat 5 D = F, fiue
etiam 6 D = F, iam in prima claffè D — F reperiuntur,
ita vt femper, quoties fuerit 5 D — F, etiam futurum fit
D = F. Simili modo diuifores tertiae claffis etiam continen
tur in- claffe fecunda. Quod fi enim fuerit 3 D= F, fem
per etiam erit 2 D = F , quamobrem omnes diuifores pro
forma propofita p p — 3o q q, vel 3o p p — q q ad duas tan
tum claffes priores reuocari poffunt: femper enim erit vel
D = F vel 2 D — F,
Corollarium 3.
. §. 39. Omnes igitur numeri primi ex noftra for
ma 1 2o i -+- a oriundi duplicis, erunt generis , dum vel .
ipfi vel eorum dupla formam propofitam haberi poffunt ,
quos fimili modo vt ante diftingui conueniet, fubfcriben
do fingulis , valoribus chara&eres vel I vel 2 -
Euleri Op. Anal. Tom. II. Q_q I, 7,
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I, *7, I 3, 1 7, I9, 29, 37, 49
I, 2, 2, 2, I » I, 2» I.
Vbi notetur, ambos chara£teres totidem occurrere.
Scholion.
§. 4o. Quod fi ergo pro numeris cuiuscunque for
mae p p + n q q omnes diuifores primi defiderentur, eos
facillime ex noftra forma generali 4 n i -+- a affignare licet ,
dum contra, fi formulis ab Illuftri La Grange exhibitis vti
vellemus , opus foret maxime moleftum , ex fingulis formis
fr r —— 29 r s -+- h s s omnes numeros. primos elicere ;
quamobrem maxime eft optandum , vt demonftratio firma,
illius mei afferti detegatur, quippe quo demum ifta Theo-,
ria ad fummum perfe&ionis gradum euehetur, Arbitror
autem, talem demonftrationem mox fortaffe fpèrari poffe ,
fi fequentia momenta probe perp. ndantur,
I). Poftquam pro formula propofita quacunque
p p -+- m q q ambae meae formulae 4 m i -+- a et 4 n i-+- az
fuerint conftitutae , eae fimul omnes plane numeros impares
ad propofitum m primos comple&untur ; tum vero omnes
diuifores ad formam priorem 4 m i —}- a referuntur ; nulli
autem numeri alterius formae 4 n i -+- a poffunt effe diui
fores propofitae, fiue omnes numeri pofterioris formae ex
claffe diuiforum penitus excluduntur. -
2). Probe perpendatur, quouis cafu omnes .valores
ipfius a egregia lege inter fe cohaerere, ita vt omnes con
iun&im quafi ambitum quendam complerum conftituant, in
quo nihil deficiat nihilcue abundet , quandoquidem omnia
produ&ta ex binis pluribusue horum numerorum itcrum in
- eadem
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eadem claffe occurrunt, ita vt fimul atque aliqui valores
idonei pro a fuerint inuenti, ex iis reliqui omnes facile de
finiri queant , praecipue quoniam omnes numeri quadrati
eorumue refidua -refpe&u , diuiforis 4 n certe ingrediun
tur. Vnde fi hoc modo omnia produ&a, atque etiam po
teftates numerorum iam iuuentorum inferantur, mox tota
ifta claffis ita adimplebitur, vt multitudo omnium numero
rum huc pertinentium femper fit femiffis omnium plane nu
merorum ad 4 n primorum eoque minorum ; altera vero
femiffis praebebit claffem numerorum cz , qui nullo modo
diuifores euadere poffunt.
- 3). Hinc igitur patet, ambas iftas claffes difcrimine
maxime memorabili et in natura ipfa numerorum fundato a
fe inuicem difcrepare, atque adeo effentialiter a fe inuicem
diftingui , ita vt numeri alterius claffis natura fua ab altera
claffe prorfus fint diuerfi. . -
7 ' 4). Quoniam nulli numeri claffis 4 m i + & vnquam
effe poffunt diuifores vllius numeri formae p p. -+ m q q:
ifta claffis tanquam origo fpe&ari debet omnium numero
rum, quorum natura ab indole diuiforum abhorret, quae re
pugnantia quoque ad omnes numeros extendi debet, qui
diuifibiles funt per vllum numerum. claffis 4 n i -+- &. Si
enim tales numeri poffent effe diuifores, etiam ifti huius clas
fis numeri forent diuifores , id quod naturae rei repugnat.
5). Cum autem produ&a ex binis numeris claffis
4 n i -+- cz in claffem diuiforum 4 n i -+- a tranfeant, mani
feftum eft , in prima claffe plurimos occurrere debere ab
indole diuiforum alienas ; omnes fcilicet eos, qui per vllum
numerum alterius claffis funt diuifibiles.
®* Q_q 2 6).
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6). Quod fi iam omnes ifti numeri in claffe 4ni-4a
deleantur fiueTexcludantur, qui natura diuiforum refragan
tur, maxime probabile videtur, reliquos numeros omnes
indole diuiforum fore praeditos. Cum hoc modo tantum nu
meri compofiti expungantur, euidens eft omnes plane nu
meros primos in forma 4 n i -+- a , contentos- reuera fore
diuifores cuiuspiam numeri formae p p -+- m q q. Totum
ergo negotium huc redit, vt ifti probabilitati vis perfe&ae
demonftrationis concilietur. Haec autem veritas fi qua eft
elegantius ita proponi poteft, -
.
Theorema demonftrandum.
§. 41. Si fuerit a diuifor cuiuspiam numeri formae
p p -\- n q q , ita vt fit a D = p p—— m q q , tum quoties
A n i-+ a eft numerus primus, toties quoque erit D(4 ni-+ a),
numerus formae p p —— m q q. Hic autem fequentia notari
oportet. 1) Numeros p et q inter fe effe debere primos.
c) Diuiforem a etiam primum effe debere ad m , quoniam
diuifores ipfius m hinc excluduntur. 3) Quod fi forte eue
niat, vt numerus D (4 m i —— a) non videatur in forma
p p -{- n q q contineri , tum femper eius quadruplum, vel
etiam eius produ&tum per aliud quadratum, certe in ea
contineri. Quoniam igitur hoc cafu erit •
D (4 m i -+- a ) = (?)* -+- m (?)*, - -
haec refolutio nullam exceptionem mereri eft cenfenda, Ita
cum fit 27 -- 4* -+- 1 I. I*, erit a— 27 et n = I 1 et DE j,
vnde formula 4 n i -+- a euadit 44 i + 2 7, quae cafu i = 1
praebet 7 1 , hoc eft numerum primum ; nequfe tamen in
integris effe poteft 71 = p p +- 1 I q q. Eft vero
4- 71
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4. 7 1 = 284 = 3* -+- 1 1. 5* ideoque
71 — (;)* -+- 1 I. (3)*.
Tales autem cafus raro occurrunt et ideo non funt- exci
piendi, quia numeri formulae 4 n i -+- cz ita ex claffe diui.
forum excluduntur, vt, etiamfi pro p et q numeri fra&ti






* • §. 42. * Superfluum foret has inueftigationes ad
huiusmodi formulas: m p p -+- m q q extendere , cum omnes
diuifores numerorum formae mpp -+- m qq. fempcr fint etiam
diuifores numerorum formae p p + m m q q. Quae igitur
olim in Tomo XIV Comment. Vet. Academiae de diuifo
ribus numerorum formae m p p -- n q q , fùm commentatus
et magnam partem ex fola indu&tione conclufi , nunc per
egregias proprietates ab illuftri La Grange demonftratas non
folum plurimum illuftrantur, fed etiam ad multo maiorem
certitudinis gradum perducuntur, ita vt iam nihil amplius
defideretur , nifi vt folida demonftratio Theorematis allati
detegatur , quam nunc quidem mox exfpe&are licebit. Mea
autem methodus imprimis hac gaudet praerogatiua , quod
eius. ope omnes plane diuifores |huiusmodi formularum
nm p p + m q q affignari et , quousque libuerit, continuari
poffunt, id quod infuper- fequenti exemplo declarabo.
Exemplum. -
§. 43. Inuenire omnes diuifores formae pp-\- 39 qq.
Primo igitur per formulas illuftris La Grange quae
rapmus omnes diuerfàs formas horum diuiforum, et cum fit
Q_q 3 - f} …
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n = 39 ideoque V? < 4, fufficiet pro g affumere hos qua
tüor valores: o, 1, 2, 3. . . -
I. Valor igitur g = o praebet f h = 39, vnde hae duaeformae nafcuntur : •
.- 1°. r r —— 39 s s , 2°. 3 r r -+- 13 ss,
quarum prior dat diuifores D= F et altera 3 D= F; de
notante F formam propofitam.
II. Valor g = 1 dat fh = 4o, vnde nafcuntur iftae
formae : - -
1°. D=rr-\- 2 rs-+-4oss=(r-+- s)*-+- 39 ss,
ideoque D = F.
2°. D = 2 r r —— 2 r s -+- 2o s s ,
quae forma autem numerus primus effe nequit.
3°. D = 4. r r -+- 2 r s -+- I o s s, -
quae forma itidem non dat numeros primos.
4°. D = s r r -+- 2 r s +- 8 s s ,
vnde fit 5 D= F, vel etiam 8 D= F. -
III. Cafus g= 2 dat fh = 43, vnde vnica forma oritur
D = r r -+- 4 r s -+- 43 s s = (r -+- 2 s)'-+- 39 s s
ideoque D = F. , " i
IV. Cafus denique g=3 praebet fh = 48, vnde féquen
tes formae numeros primos continentes oriuntur:
1°. D=rr-- 6 rs—-48ss=(r-+- 3 s)*-+- 39 ss,
ideoque D= F.
2°. D= 3 r r-- 6 rs -+- 1 6 s s
- -* * dat
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dat 3 D = F, vel etiam i6 D = F. Hinc igitur patet,
omnino dari tria genera diuiforum : .
1) D = F, . 2) 3 D = F, s D = F.
Quibus conftitutis euoluamus formulam 4 n i-+a=156i+a ,
vbi primo notetur, omnium numerorum ad I 56 primorum
Ipfoque minorum multitudinem effe 48 , vnde vsque ad fe
miffem 78 erunt 24, quorum fingnli vel pofitiue vel nega
tiue fumti praebent valores pro littera a. Ifti ergo numeri
- 3. ' . y. -
-*
1, 5, 7, 1 1, 17, 19, 23, 25, 29, 33, 35, 37, 51, 43,
47, 49, 53, 55, 59, 61, 67, 71, 73, 77
vbi primo quadrata habent fignum +, qui ergo funt
—+- I, -H 25, -+- 49 ; /
reliquorum vero numerorum quadrata diuifione per 156
deprimantur infra 78, vnde fiet - -
* 1 1*=— 35, 17*=— 23 , 19=-+49, 23*=-- 6r. .
Pro reliquis numeris confideremus formam p p + 39, vnde
fumto p = I prodit 4o , cuius numeri ad genus tertium
pertinentis diuifor 5 habet fignum +. Iam quia praecedentes
numeri ad genus primum funt referendi, eorum produ&a
per 5 etiam ad genus tertium referri debebunt, vnde na
fcentur fequentes numeri: -
-+- 5, -+-41, — 3 1, — 19, — 67, —7.
Sit nunc pi- 2 eritque 4 -+- 39 = 43 , qui eft diuifbr pri
mae claffis , vnde etiam numeri huius claffis iam inuenti
per 43 multiplicati dabunt diuifores primae claffis , qui
autem, cum numerus 43 fit nimis magnus, fucilius ex fequenti
bus repericntur. Sumatur igitur p : 3 eri:que pp + 39 = 48,
cuius diuifor 3 iam eft exclufus. Sit ergo p = 4, erit
que
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que 16 + 39 = 55, cuius diuiforem 5 iam tra&auimus ; at
ter vero diuifor 1 1 etiam ad tertiam claffem pertinet, per
hunc ergo numeri primae claffis multiplicati erunt
+ 1 I, -+- 59, — 37, — 73, -- 7 ■ , -+- 47.
Multiplicentur etiam numeri tertiae claffis per ' 1 1 et pro
du&ta depreffa , qui funt -
- -+- 55, — I 7, — 29, — 53, + 43, — 77. '
reuertentur ad claffem primam. Hoc modo , omnes noftri
numeri figna fua debita funt adepti, qui cum vel ad primam
vel ad tertiam claffem referantur, manifeftum eft nullos
diuifores fecundae claffis relinqui. Omnes (cilicet hi nu
meri iam in prima claffe continentur, quamobrem omnes va
lores ipfius a cum chara&teribus fuis I vel III fubfcriptis
ita fe habebunt: . · · · -
-}-I, -+- 5, —7, -+- 1 r, - r*7, — 19, —23, +25, --29, —3 I, 35, -3*7
I III III III F III I I 1 IJI I III
+4- I,-+43,-+-47,+49,—5 3,-+55,-+59, +6 I, — 67, 4-7 I,—7 3,—77 '
III I III I I I. III I III IHI III I.
INeque vero claffis fecunda prorfus eft inutilis: dantur enim
numeri primi , quos ad primam claffem retulimus, quorum
refolutio in integris non fuccedit, atque adeo denominato
rem quadratum . 1 6 , poftulat, , cuiusmodi numerus e(t
' 61 , qui aliter ad primam claffem redigi nequit, nifi hoc
modo: 6 1 _- (* *+ 39 (3)*. Eft vero 3. 6 1 =1'83= 1 : *+ 39. 1*. .
Quod fi iam valores negatiui pro a inuenti in pofitiuuos
conuertantur, fumendis complementis ad 1 56, fequentes va
lores prodibunt : - -
1 , 5, t I, 25, 4 I , 4-3, 47, 4-9» 55, 5 Q, 6 I, 7 1 , 79, 83, 8 c, 1 I 3,
I III III I III I III I I III I III I III III I
• 1 I 9, 1 2 1, 1 2 5, 1 27, 1 33, I 37, 1 39, 1 49
III I III I I III I III.
INunc
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Nunc igitur omnes numeri primi in forma 1 56 i —— a com
tenti certe erunt diuifores cuiuspiam numeri formae pp+39qq,
atque adeo vel ipfi, vel eorum quintupla, vel etiam tripla
erunt numeri huius formae. Hinc ergo . omnes diuifores
primi ab 1 vsque ad 3 1 2 erunt fequentes: -
· · · 3 .
I » 5 , II , 4 I , 4-3, 47, 59, 61 , 7 I, 79, 83, 89, I I 3,
I 27, I37, I 39, I 49, I 57, 1 67, 1 8 I, I97, 199, 2 I 1,
227, 239, 269, 277, 28 I, '283, 293.
Corollarium I.
§. 44. Quo facilius intelligatur, cur hoc cafu clas
fis fecunda ad primam fit reuoluta , iam fupra oftendimus,
fi diuifor fuerit -
D =fr r -+- 2 g r s —H h s s , -
exiftente f h =gg -+- m , tum non folum D f, fed etiam
ID h ad formam p p +- m q q reduci poffe. Hinc autem
generalius fi fuerit
k = ft t —- 2 g t u -+- h u u ,




fa&o enim calculo reperitur -
Dk=(frt-i-g(ts+ ru)+hs u)*+ m(ts— ru)*.
Quod fi ergo k fieri queat quadratum, vel diuifibile per
quädratum, tum hoc quadratum omitti , poterit. Nam fi
• fuerit D k 1 1 numerus formae p p +- m q q, tum, etiam ad
miffis fra&ionibus, erit quoque Dk eiusdem formae. Ita no
ftro .cafu pro diuiforibus fecundae claffis erat
D — 3 r r —— 1 3 s s ,
ideoque k — 3 t t —- I 3 u u , cuius valor fumto t = I et
u = 1 fiet # = 16, qui cum fit numerus quadratus, haec
forma ad primam reducitur.
Euleri Op. Anal. Tom. II. R. r Corol
-** ') si* ( **-
- Corollarium 2.
, , §. 45. Nunc igitur omnia Theoremata , quae circa
huiusmodi diuifores olim in Comment. veter. Tomo XIV.
dederam, multo maiorem gradum certitudinis funt adepta,
poftquam a celeb. la Grange formae iftorum diuiforum funt
demionftratae ; atque nullum dubium effe videtur, quin mox
quod in hoc genere adhuc defideratur perfe&ta Demonftra
tione muniatur. •
. ~ * * •,
Corollarium g.
§. 46. Antequam hoc argumentam penitus deferam,
memorabilem adhuc obferuationem adiungam circa figna nuf
merorum a, dum fcilicet omnes eius valores infra 2 n de
primuntur. Cum enim horum numerorum primus et vlti
mus fimul fumti fiant 2 m , difpiciendum eft, vtrum hi
duo numeri habeant vel paria figna vel difparia, vtroque
enim cafu bini quicunque horum numerorum ab ex
tremis aequidiftantes, quorum ergo fumma femper eft 2 m,
. etiam habebunt fiue eadem figna fiue contraria. Ita noftro
cafu , quo erat 2 m = 78 , vltimus 77 habebat fignum —,
dum primus 1 femper habet fignum +, vnde etiam figna bino
rum ab extremis aeque diftantium perpetuo erunt contraria.
'Et contrario autem in Exemplo 1 1, vbi erat 2 m = 6c, vl
timus numerus 59 habebat fignum —— , vnde etiam bini
quicunque alii ab extremis aequidiftantes eodem figno affe&ti
.deprehenduntur, cuius quidem phaenomeni ratio haud dif
ficulter inueftigari poterit. Huiusmodi autem obferuationes
laborem inueftigationis Diuiforum non mediocriter fubleuant.
SO
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A■. hic eiusmodi aerarium publicum effe conftitu
' tum, cuius facultates quotannis vicefima fui parte augeri
queant, ita vt fumma Ioo Rubellonum poft annum ad Io5
Rub. excrescat; quare fi breuitatis gratia ponamus ;°: — λ,
praefens pecuniae fumma =C poft m annos aeftimanda erit
Å“ C. Viciffim autem quaeuis pecuniae fumma C poft m
annos foluenda praefenti tempore valorem habere cenfenda
C
eft =75- \
-- ' . '. - R r 2 §. 2.
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§. 2. * Ponamus nunc argenti ` fummam, quam ambo
coniuges poft vtriusque mortem acquirere optant, effe = Iooo
Rub. vnde intelligitur fi tempus huius folutionis effet cogni
tum, annorum praeterlapforum numero exiftente = n, eius
valorem praefentem futurum effe =:.
illi coniuges praefenti tempore in, aerarium conferre teneren
tur. ' Verum cum tempus fòlutiofiis maxime fit incertum,
fiquidem demum poft vtriusque mortem, fieri debet, verum
et praefentem valorem huius fummae fecundum regulas calculi
probabi'ium ex Jongaeuis mortalitatis: obferuationibus petitas
determinari oportet. Hunc in finem vtar tabula, quam olim
in Tomo Memor. Berol. pro Adriò r6o inferui, vbi, fi prae
magnus numerus M infantum fimul natorum confideretur,
eorum numerum poft m annos adhuc fuperftitum indicaui
chara&tere (m) M; ex quo intelligitur, talem chara&terem (n)
defignare fraétiones eo minores, quo maior fuerit annorum
numerus n, ac tandem cirea Ipo annos prorfus in nihilum
abire; Tabulam igitur horum valorum pro fingulis annis
elapfis hic exponamus. . . , • * . • • • . . • . • . •
• - _ - ' i - - -
Tantum igitur
* - * * * _* *
• • •
• • • •..• j- • r ., • • • ' - *. **:-fi - - .. . . ;
* -
- . • . • • • - - • , • • - - - , •, - -
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-{ 1) = d, 8o4
(2) = o, 786




'( 7) — o, 664. f
'(8)= o, 65 3
(9) = o, 646
7 ( 1o) = o, 639;
( 1 r) = o, 635
( 1 3 ) = o, 627
(13)= o, 62 1
(14) — o 616.
(15) = o. 6 1 1.
(16) = o, 6o6




(2 1)= o, 577
(22)= o, 571
(23)= o, 565
* 33) = c, 4 '2
(35) = o, 468
(36) = o, 461
(37) = o, 454
(4o) == o, 432
(4 1 ) = o,426
(42) = o, 42o
(43) T. O, 4. I 3
(44) = o, 4o6
i(45) == o, 4o3
(46)= o, 393
(47 ) z= o, 386
(24)= o, 539}(48) = o, 378
siâ effe
(34.) = o, 475 ]
{ 3 3) = o, 446}
(39)= o, 439]
:(49) = o, 37o |(73) = o, 145
(5o) = o, 362 |(74) = o, I 35
(5 1 ) = o, 354-!(75) = o, 1 2 5
(52) = o, 345 (76) E o, 1 1 4
(53)= o, 336 l( 77) = o, 1 o4
(54) = o, 327 |(78) = o, o93
(55)= o, 3 1 9 ' (79) = o, o 32
(56)= o, 3 1o | (so) = o, o72
(57) = o, 3o : !(81) = o, c 63
(58) = o, 29 I |( 82 ) = o, o 54
(59) = o, 2 82 ' (83) = o, c46
(oo) = o, 273 || (84) = o o39
(61 ) — o, 264. ' (85) = o, o32
(62) = o, 254 ( 86 ) — c, o 26
(63 ) = o, 24-5 i (87)= o, o 2 o
(64) = o, 235 |( 88) = o, c 15
(65) = o, 225 (89) = o, o 1 r
(66) = o, 2 1 5 f(9o) = o, oo8
.(67) = o, 2o5 I (9 1 ) = o, 9o6
(68) = o, 1 95 |{ 92) = o; o04
(69) = o, 1 85 | (93) = o, oo3
(7o) = o, 1 75 1(94.) = o, ooz
(7 1) = o, 1 65 |(95) = o, oor
(72) = o, I 55
§. 3. ' Ponamus nunc praefenti tempore aetatem ma
= a annorum, vxoris vero = b annorum, et quo
ratiocinia inftituenda clarius percipi queànt, fingamus fimul
ingentem mumerum talium coniugum, qui fit N, eiusdem ae
tatis a deffe, qui pariter fuis haeredibus poft vtriusque mortem
fummam Iooo Rub. acquirere optent, vnde fi fumma initio
R r 3 per
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i perfoluenda ftatuatur = x , aerarium ab his omnibus acci
.• -
piet fummam N x. • • , ,' ' * ,
- - • !
§. 4. Sin autem magis arrideat, vt iftud pretium x non
ftatim ab initio totum, fed potius per totam vitam aequaliter
diftributum foluatur, calculum noftrum ad duplicem folutio
nem accommodemus, dum altera ftatim ab initio fumma = x
in aerarium foluitur, altera autem quotannis infuper quae
piam fumma = z foluitur, quamdiu fcilicet non, folum ambo
coniuges fed etiam altervter tantum fuperftites fuerint. So
lutione autem hoc modo abfoluta fi quis voluerit totum pre
tium ftatim ab initio perfoluere, pro hoc cafu poni oporte
bit z = o et littera x quaefitum pretium indicabit. r. Sin au
tem quis maluerit hoc. pretium per totam vitam aequaliter
diftribui, poni oportebit x = z, eritque z fumma fingulis an
nis foluenda vsque ad mortem vtriusque coniugis. •
§. 5. His conftitutis ftatim ab initio ab omnibus
illis N coniugiis foluetur fumma = N x. Nunc videamus,
poftquam elapfi fuerint n anni, quot coniugia adhuc tam in-,
: tegra quam diffoluta, dum fcilicet interea altervter fuerit mor
tuus, fint fuperfutura; tum enim a fingulis iftis in aerarium
foluetur fumma = z, cuius valor praefens aeftimandus eft
3.
ÂT° Praeterea vero pro quouis anno currente inquirendum
eft, quot coniugia penitus extinguantur : quoties enim hoc
euenit, toties eorum haeredibus praemium illud Iooo Rubl.
- - . Iooo ? - -
perfolui debet, cuius ergo va'or praefens erit –§. Hoc igi
- ' λ
tur modo calculum noftrum profequi oportet vsque ad ex
• *. • * • . . > : : tre
r *,
-&: ) 319 ( :-
tremum vitae humanae terminum , et cum omnes tam ex
penfae quam reditus fuerint ad praefens tempus reduéti,
eos inter fe aequari conueniet, vnde pro lubitu fiue x fiue z
determinare licebit.
- §. 6. His praemiffis incipiamus ab anno primo, cu
ius initio adeffe ponuntur N mariti , omnes eiusdem aetatis
= a, totidemque vxores eiusdem aetatis = b, a quibus aera
rium accepit fummam = N x. ' Nunc igitur elapfo anno
primo fecundum tabulam fupra allatam numerus maritorum
adhuc fuperftitum erit G#r N, ideoque numerus interea de
fun&orum = (al-#= i) N. Simili modo numerus vxorum ad
huc fuperftitum erit GH;£N, earum autem quae interea funt mor
d.
tuae numerus (*)=g;- ! N. Quia igitur quilibet horum mari
terum fuperftitum initio habuit coniugem, inftituatur haec
proportio: vti numerus omnium vxorum initio fe habet ad
earum numerum fuperftitum, ita numerus virorum elapfo
anno fuperftitum ad numerum eorum, quorum vxores ad
.huc erunt fuperftites, qui ergo numerus erit {*#/.£#l. N,
a quibus fingulis in aerarium foluitur fumma = z, cuius va
lor praefens cum fit -£, hinc orietur valor = (*-+'1%£ ') N*.
X ? ( a ) (b) λ
Tum vero numerus eorum maritorum, qui interea vxores ami
ferint, erit !*#2(1—(*#1)N, qui cum itidem in aerarium fòl
uant fummam z, ea ad initium relata erit e# P (1—059) ;*;
vnde patet, hunc valorem cum praecedente coniun&um fore
t*;;;- $*, id quod per fe eft manifeftum, quia quilibet ma
ritus fuperftes hanc fummam z foluere tenetur, fiue eius
vxor adhuc viuat fiue fecus, . -
§. 7.
•33 ) 32o ( $•
§. 7. Confideremus nunc etiam eòs maritos, qui in
tra hune annum erunt mortui, quorum numerus eft I-'++ ', N;
vbi duo cafus fe offerunt. Alter cafus eos fpe&tat maritos, quorum
vxores adhuc funt fuperftites, quorum numerus per fuperiorem
analogiam inuenitur: vti fe habet numerus omnium vxorum
initio viuentium ad earum numerum poft annum fuperftitum,
ita numerus virorum interea defunétorum ad eorum nume
rum, quorum vxores adhuc funt fuperftites, qui ergo nu
merus erit (£;'? (1 — £#2) N, quae cum fingulae etiam
in aerarium conferant fummam = z, eius valor ad initium
relatus erit '**,' (I — (i;;2) ,*, vnde omnes reditus pri( 5 ) ( a ) IX 3
mo anno elapfo in aerarium influentes erunt
N z ^ (a-+- 1 ) (b-+- 1 ) _ (a-+- 1 ) (5-+- 1 )
;* (-£;4 -+- — 5; 5+ '£5''),
quae ergo quantitas tribus conftat partibus. Primo fcilicet
valor £ multiplicatur per nuraerum maritorum fuperftitum,
( a -+- 1 ).
ui eft E l N. deinde etiam per numerum vxorum fu
q ( a } »
perftitum, qui eft (*#2 N. Hinc autem aufferri debet nu
merus coniugiorum adhuc integrorum, quia fingula non duo
z fed tantum vnum z expendunt. - -
§. 8. Alter cafus eos fpe&tat maritos, quorum vxores
non amplius funt fuperftites. Ex praecedente autem calculo ap
paret, numerum eorum maritorum mortuorum, quorum vxores
interea quoque funt defunétae, effe (1-gt;)) (1 — 1&#) N.
Tot ergo conitgia penitus funt extinéta, quorum igitur
haeredibus ex aerario foluendum erit praemium conftitutum
Ioco Rubl. quod cum ftatim perfolui debeat, nullam vfuram
lucrari interea potuit, vnde iftae expenfae ad initium rela
tae etiamnunc valebunt -
_ (a -+- 1 ) ( b —— i ) ( a -+- 1 ) (b -+- 1 )
N (I - -Icco ( 0 jll-- 4#l (£)
§. 9.
•*%£ ) 32* ( 384•
§. 9. Progrediamur nunc ad annum fecundum,
cuius initio fuperftites erant mariti (*#,'' N , vxores veró
(q.
g#;)N, inter quos fubfiftent adhuc coniugia integra
(…) (b-■- ') (a -+- 1). μ(b-+- 1) _ (a-+- 1) (b-f- 1)) NT :
511%#9 N, foluta vero (<#)-+-(!;;;! 51#9)N ;
ita vt numerus coniugiorum penitus extin&orum fit
— (* + ') — (b -+- ) -,- (a-+- 1) (b-+- )) :
N (1 — 45-— -#-+*#'*##), fiue
N (1 — G#9)(x — t&#;9).
At vero in fine anni fecundi numerus maritorum fuperfti
tum adhuc erit £#/ N, numerus vero eorum qui hoc
biennio funt mortui = (1 —&#) N. Similique modo
numerus vxorum adhuc fuperftitum erit , (£N, earum
vero quae biennio funt mortuae (1 — '*;*) N , vnde nu
merus. coniugiorum hoc biennio extin&torum erit
(1 — &#9) (1 — (452) N.
Quare cum numerus .coniugiorum primo anno extin&orum
fuerit (1 — 4#;9) (1 — ®#;*) N, numerus eorum quae in
tra hunc fecundum annum funt , extin&ta erit
(G;!) (ò-*- 1). (a -+- 2). (b -+- 2_ (a -+- 1) (b;£ J.4- (c =*;*) &;*) N
(a) (J- Ü- (b) (a) (b) (a) (b)
pro quibus fingulis quia perfoluitur fümma mille Rubell,
tota fumma , ob vfuram ad initium relata valebit
i ooo N [(a-+x) = (a-+-3)4-(o- n;©-*-*)-(a+ng=g=#**'***)]
λ (a) (b) (a) (b) -
§. 1 o. Quia nunc initio fecundi anni numerus con
iugiorum tam integrorum quam folutorum erat
(a-+- 1) _u_ (b-+- 1) _ (a -+- 1) (b-*- 1)( (G)T —H (8) (a) (b) ),
fi hinc aufferamus numerum coniugiorum hoc anno ex
tin&orum, remanebit numerus eorum qui circa finem fecun
di anni finguli foluent fummamz, quorum ergo numerus erit
Euleri Op. Anal. Tom. II. S s N.
•33 ) 322 ( 3*-
(a -+- 2).4. (b-f- 2) _ (a-+- 2) (b-*- 3)
N ( (q) + 4; (a) (b) ).
Toties igitur ab his fumma z in aerarium infertur, vnde
fotus valor ob vfuram duorum annorum minutus primo ini
to valebit - .
N3 ((a-+- 2). j . (b-+- 2) _ (a-+- 2) (b-+- *)
§ (*#'-+£;*) —£;?!;?).
*.
§. 1 r. His expofitis iam ad annum quemcunque
tequentem progredi poterimus. . Ponamus igitur iam elap
ios effe m annos, hocque tempore numerus maritorum fù
perftitum erit '*; ' N , ante autem iam defun&orum
(1 — &#3) N. -
Eodemquemodo numerus vxorum adhuc fùperftitum eft£#*'
demortuarum vero ( 1 — ¢;*) N, vnde numerus > coniu
giorum tam integrorum quam folutorum hoc tempore erit
(a -+- n) _g_ (b-+- n) _ (a-+- n) [6 -+- n} -
454-+ Ü- (a) (ò) ) N;
at vero numerus coniugiorum toto hoc tempore penitus
extin&torum erit $
(1 — 4#*') (1 — ®;*)N.
••
§. 1 2. Iam procedamus ad finem iftius anni, ac fi
mili modo numerus coniugiorum, fiue integrorum, fiue foluto
rum nunc erit
(a-+-n-+- 1 }. j. (5-+- m -+- 1) _ (a-+-n-*- 1) (b-+-n -+- i)N (u-*#- -+ (b) (d) T (b) )
a quibus fingulis in aerarium perfoluitur fumma z, cuius valor
ad initium translatus eft ÀEF • vnde tota fumma circa finem
huius anni in aerarium foluta pro initio valebit
N z /(a+ m -+- I) , (b-+- m -+- 1) (a-+m-+ 1) (b-+ n+ 1)
(a) -+ -
A*-*- ; 3, T.- b
(ô) (a) (b) Tum
-&: ) 323 ( 3*.
Tum vero numerus omnium coniugiorum ab ipfo initio vs
que ad tempus m -+- 1 annorum extin&orum erit
i b
N ( 1 — ®*;=) (1 —®=#* '),
quare cum vsque ad initium huius anni iam extin&a fuiffent
N (1 — 45*) (1 — (&#3)
coniugia, numerus eorum quae hoc demum anno funt ex
tin&ta erit
- IN ( (a -+- n)- (a -+- m -+- 1) 4-0*■)=%3-^+ i)._ (a-+n)(b-+-n)+(a-+*+;›est)
( a) (b) (a) (b)
Quoniam igitur pro his fingulis expendi debet fumma 1 ooo
R51. vaior harum expenfarum ad initium relatus erit
. e;s(e er-gere, —H (b-+-n)—(b-+-n-4- 1)
Å“ (a) , (b)
(a+^)(b-+n) —(a+n-i- 1)arre) -
() (®)
§. 13. Colligamus nunc omnes tam reditus ex
quantitate z oriundos quam expenfas ex folutione illorum
1ooo Rubell. ortas , ac primo quidem omnes reditus,
qui praeter fummam principalem N x in aerarium inferun
'tur, per ternas fequentes feries expreffi inueniuntur :
V, (a-+-i) , (a-+-2) (a-+- 3) (a-+- n) ?
[*AE, *3® *Â®' ' ' ' *% |
(b -+- 1) (b-+- 2) , (b-+-3) . (b -+- n)
N = {+$i;j* * ¥U5j + λόγ · · · · + siij*
(a-+1)(6+ 1) (a-+-2)(6+^) (a+3)(b 1-3) (a+n)(b+m)
UT À(a)(b) - ἈUa)ÖTT λ'(a) (b) * * * * TTATÖÖ
'Quod fi ergo breuitatis gratia ftatuamus -
S s 2 P=
•&£ ) 324. ( $&%*
(a-+- 1) , (a-+-2) , (a-+-3) , (a-+-4), ... .. (95)
p ==-;-*+-;-*+-;-*-+-;-*+:..:..;;;=.
b-+- 1 b 6 (6 -
Q=9 ; X 40 #2,6 #249 #2+......3
R — (a -+-9®* ) , (at *;+ *,*es¥*) —H etc.
erit tota fumma redituum
- * E. —1— 0. — —*.
N x -+- N z (£,-+- $,-;:;;;).
Colligamus fimili modo omnes expenfas in vnam fummam ,
quae fumma ex fex fequentibus feriebus erit compofita:
* (a) (a -+- 1) (a -+- 2) (a -+- *)
V £} +e;;} +%£? +%# + etc.?
— (a-+- 1) — (a-+- 2) ._ (a-+-3 ) — (g -+- *) — CtC.
(a) TX(j λ* (a) X* (a)
J++ +® +£ *£ +se!
*o°° Ní _ã-) _@ _(£ _(£ — etc
(b) (b λ? (b) λ* (b) .
_(a) (3) _(a-+- 1)(5-+- I) _ (a-+*)'?-*- 3) — (a-+- *)(* *)— etc
(a) (b) X (a) (5) X* (a)(b) λ* (a) (b). * |
(a-+- 1}(b-- j). 4. (a -+- 2) (b-*- 3) _g_ (a-+- s)(&-+- s). p. (a-+- *)fb-+-*) -
+G+#= '-*'-;;;;;;;-+'*£#*'+*#-+ etc.J
§. 14. Perfpicuum eft etiam hic fummas trium fe
rierum conftitutas P, Q, R, commode in fubfidium vo
cari poffe , hincque omnes expenfas ad initium relatas
expreffum iri per fequentem formam :
(a)-+- P._X P. —[b)-+-Q-_λQ._ (a)fb)- R_J_ A RIOOO N (! ( a) £;-+- (b) (b) (a) (b) -+-$$,) fèu
I ooo N ( 1 —+-(- E? ? —-( TÁQ-}--{^=;!*) »
(a), ( b) (a) (b)
- \ - • • - -
confequenter aequatio pro folutione quaeftionis propofitae
erit
° ._■_ 0. — — * - \- .__ (i —X) P._■_ ( -λ)Q-_-(^-?)*
x+z(;:;-*- §;-;;;)= Iova (1 -+-(i£}r-+-g£}$-+-%#*)
§. 16.
•&#3 ) 325 ( §#3•
§. 15. Cum iam fit λ=£, effit &- 1 = „£, et
rooo (x — 1) = 5o, vnde noftra aequatio erit -
5o R
P. —1— 9. — — 8— \- —*2*— *• Q-u- i> n.
x+z(#-+-3; :;;;)= 1oco (a) (b) -+-;,
Quamobrem fi totum pretium ftatim ab initio perfolui de
beat, ita vt fit z = o, erit hoc pretium.
* = 1 ooo —# - #j*-+- ÉÉ. ,
Sin autem velimus vt pretium per totum temporis inter
vallum vsque ad mortem vtriusque coniugis aequaliter di
ftribuatur, poni debet x = z, atque contributio annua pro
dibit fequens: • -
so P L. seQ-_■. $• 8 •,
(a) (9) ' (q)0).
* -+- 5-+-%-aí;
ficque totum negotium huc redit, vt pro qualibet aetate
vtriusque coniugis valores ternarum ferierum litteris P, Q, R




Euolutio valorum P et Q.
§. 16, Quoniam fèries Q_ fimili modo ex aetate
b definitur, quo feries P ex aetate a erui debet, fuf
ficiet alterutram tantum pro fingulis aetatibus euoluiffe.
Cum igitur fit
(3)-+- I) , (a-+- 2) , (a-+- 3) (95)
P— λ —H `Ã* —H λ* • • • • -+-57Ea
fi omnes termini huius fèriei ad eandem denominationem
λ**-* reducantur, atque Qrdine retrogrado difponantur, fiet
I
P=;=:((93)+{94}λ{93}»*(92)A+....+a**(a**)
S s 3 - §. 17.
*
1
•&$3 ) 326 ( ££- .
- §. 17. Euolutio autem huius feriei non parum
foret taediofa, fi per fingulos annos eam abfoluere vellemus.
Quia autem valores chara&erum (a) et (b) non adeo funt
certi, vt non aliquam aberrationem agnofcere debeamus,
fufficiet quinos terminos fe infequentes inuicem coniungere
eorumque fummam quintuplo termini medii aequalem fta
tuere, ita vt pro quinis prioribus terminis fcribi queat
.5 (93) À*, quo fa£to valor noftrae litterae P erit
P=;:£.((93)»'+(ss)a'+-(ss)»' .... (a-+-3)»*-*);
quare fi hanc feriem littera p defignemus, vt fit -
p= (93)Ä*+ (88)λ*+(83)λ'*+ .... -+(a+3)Â°*-*
inuento valore litterae p erit
—-* hi--^--*——*?—
P A9s- a • hincque (a) -- (a) A9s- •*
Eodem modo , fi ponatur
q= (93)Â*-+-(83)Â'-+-(83)λ'*.... -+-(b-+-3)Â°*-°
habebitur -
Q= 5 4. et Q.— 5 ?-
Σε “ (4)- ÜAEF:
Euolutio tertii valoris R.
§. 1 8. Series quam littera R defignauimus erat
haec: - -
'R=%i 1)(b+ 1) + (a+2)(b+2) (a+n) b+m)
— A âÄ-*+-...- -j-
quam feriem eo vsque continuari oportet , donec termini
fequentes euanefcant, quod fit , fi alteruter numerorum
(a-+m) vel (b* m) fuperet 95 , vnde ftatim ac maior horum
duorum numerorum ad iftum terminum exfurgit, feries
hic terminata eft cenfenda. §. 19.
•££ ) 327 ( 3£
§. 19. Quia autem ambo numeri a et b in no
ftrum calculum aequaliter ingrediuntur, neque vllum difcri
men inde nafcitur, etiamfi hae duae litterae inter fe permuten
tur, ita vt a denotet aetatem vxoris et b aetatem mariti :
affumere poterimus aetatem a femper effe maiorem quam
b ; fi enim vxor natu maior fuerit quam maritus, tum a
defignabit aetatem vxoris, at b mariti. Quare cum aeta
tem b tanquam minorem fpe&emus, difcrimen littera d de
fignemus , ita vt fit b = a — d, vbi quidem differentia d
nulla erit , fi ambo coniuges eandem habuerint aetatem.
§. 2o. . Hoc obferuato vltimus noftrae feriei termi
nus ibi erit, vbi fit a + n = 95 ideoque m = 95 — a, ita vt
iam noftra feries futura fit
g_(a+*)(*+*).,(a+*)(***), .... (95)(!+95-a)
- - λ . Λ* *. A9s-a
vbi ergo vltimus terminus eft o^gt;-!) . Reducamus
nunc, vt ante, omnes has fra&iones ad eandem denomina
tionem λ**T*, ac totam feriem ordine retrogrado difpona




cuius ergo feriei fummam pro fingulis valoribus amborum
numerorum a et d computari oportet.
§. 21. Quo autem ifte calculus facilior reddatur,
iterum , quinos terminos, vt ante fecimus, in vnum contra
hamus, dum fcilicet eorum fummam quintuplo medii inter
cos aequalem aeftimabimus, quo fa&to habebimus
R=
-&: ) 3z8 ( 3#-
R—;£=(93)(93-dA'4(88)(88-d)A'... (***)(a+3-dA**.
Quod fi ergo ponamus
rE(93)(93—d)λ'-+(88)(88-d)λ'... +(a+3)(a+3-d)λ**,
inuento valore huius feriei r erit ipfe valor, quem quaeri
5 r
mus R — -3. 1.; et quoniam pro noftro calculo indigemus
Ays- a )
valore, g§;, erit -
R 5 r
(5(5— ÖÖÀ¤=5*
hisque valoribus pro fingulis cafibus inuentis aequatio no
ftra generalis erit
P _L_ Q- — — 8 — \- —**.— • o---srr.
x+z(£;-+-%-&#5)=rooo-*#-#-+-É).
§. 22. Quoniam hic duo numeri occurrunt a et
d, ifte calculus multo maiorem laborem poßulat quam prae
cedens pro feriebus P et Q, quem vt fubleuemus, ambos nu
meros a et d per quinarium vel crefcere vel decrefcere as
fumemus, hanc ob rem plures caft:s euolui oportebit pro
variis valoribus differentiae d, quam fucceffiue ftatuemus
o, 5, 1o, 15, 2o, etc. Vnde hos cafus fequenti modo ordine
referamus.
I. Cafus.
quo d= o ideoque b = a.
Hic ergo erit
r= (93)*Ä*-+-(88)*À'-+-(83)*Â'*.... (a -+-g)*Â°*-*
vnde fit
-*-=—*—
(a) Tae-* (a) *
II.
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II. Cafus







quo d= 1o ideoque b = a— 16.
hic ergo erit '
r=(93)(8 3)λ*-+-(8 8)(7 8)Â*-+-(8 3) (73)λ'* • • • (a+3)(a—7}λ*-*,
vnde fit
- -
R —` 5 *_ s r
-R=;ä et (a) (GE5j- WF(a)(EEGj*
IV. Cafus
quo d= 15 ideoque b = a— x s. .
Hoc cafu erit -
r=(93)(78)λ'+(88)(73)λ'+-.... (a+3)(a— 12)A**-*,
vnde fit -
R 5 rR= 5 r t — >
xys-* € (a)(a- 15) Ἀ**-*(a)(a— 15)
V. Cafus




Euleri Op. Anal. Tom. II, T t vnde
-
*.* -.
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-
vnde fit
_ 5 r R. _aa_ 5 r
R=;=; et ÖÖAIAO)TXTF(a)(a- ao)*
VI. Cafus





vnde fit , -
R - 5 r5 r
R= _? ' — et — - - -
A*-* T (o)(a-25)Ta*-*@(a-25)
, • • • • VII. Cafus ,






R= £!. ct R _ — ' 5 r
Ã®* (a) (a— 3o)TA**T*(a)(a — 3o).
^>
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SO LVT I O
QVARVNDAM QVAESTIONVM
DIFFICILIORVM IN CALCVLO PROBABILIVM.
- §. r.
Hs quaeftionibus occafionem dedit ludus paflim publice
inftitutus, quo ex nonaginta fchedulis, numeris I, 2,
3, 4 . . . . 9o fignatis, ftatis temporibus quinae fchedulae
forte extrahi folent. Hinc ergo huiusmodi quaeftiones ori
vmtur : quanta fcilicet fit probabilitas vt , poftquam datus
extra&tionum numerus fuerit peraétus , vel omnes nonagin
ta numeri exierint , vel faltem 89, vel 88 , vel pauciores.
Has igitur quaeftiones , vtpote difficillimas , hic ex princi
piis calculi Probabilium iam pridem vfu receptis , refolue
re conftitui. Neque me deterrent obieétiones Illuftris D'Alem
bert, qui hunc calculum fufpeétum reddere eft conatus.
Poftquam enim fummus Geometra ftudiis mathematicis va
ledixit , iis etiam bellum indixiffe videtur, dum pleraque
fundamenta folidiflime ftabilita euertere eft aggreffus. Quam
vis enim hae obieétiones apud ignaros maximi ponderis effe
debeant, haud tamen metuendum eft , inde ipfi fcientiae,
vllum detrimentum allatum iri.
§. 2. Qui in hu'usmodi inueftigationibus elabora
runt, facile perfpicient, refolutionem harum quaeftionum cal
- T t.2 • - culos
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culos maxime intricatos poftulare, quos autem mihi benefi
cio certorum charaéterum, quibus iam aliquoties optimo fuc
ceffü fum vfus, fuperare licuit. Huiusmodi fcilicet chara&ter:
[£], quo fraétio vncinulis inclufa repraefentatur, mihi de
notat iftud produ&um : ^ .
£ . P- :. £— 2. £ — s . . : ; . 0-0-*- *
1 2 3. 4* q.
cuius ergo valor quouis cafu facile exhiberi poteft. Circa
hunc charaéterem autem fequentia notaffe iuuabit :
r). Semper eft [£]= [,&;]. 2°). Si q= o femper
eft [?] = I. 3°). Si' q fit vel numerus negatiuus, vel
maior quam p, valor ipfius [*] femper eft = 9. 4). De
inde fi p numerus negatiuus , tum iftam formulam : — [£]
reducere licet ad hanc : -- [**£='l, vbi fignum -+- valet;
fi q numerus par, — vero fi impar; vnde patet iftam for
mam etiam in hanc mutari poffe : + [*#-].
§. 3. His praemiffis quaeftiones ex ludo memorato
natas generaliffime fum traétaturus. Numerum fcilicet fche
dularum denotabo littera m, quas fingulas litteris diuerfis
a, b, c, d, etc. fignatas affumo, ne vfus numerorum abfo
lutorum confufionem pariat. Deinde quouis tra&tu ex his
fchedulis i fchedulas extrahi fupponam, vnde numerus om
nium variationum, quae in his tra&ibus contingere , poffunt,
erit = [;] Praeterea fi numerus tra&uum fucceffiue infti
tutorum fuerit = m , ex principiis combinationum patet,
numerum omnium variationum, quae contingere queant, efle
[#]". Hoc ergo modo fequentia Problemata percurram.
;
- Pro
• ' . ' Problema I. • • •
Si numerus fchedularum litteris a, b, c, d, etc. fignata
' rum fit m , indeque quolibet traétu extrahantur i
- fchedulae, atque iam numerus traétuum peraétorum
- fuerit = m, quaeritur, quanta fit probabilitas vt om
nes m litterae a, b, c, d, etc. exierint. ' ,
*. B.
Solutio.
- §. 4. Hic primo obferuandum eft, quoniam in *
tra&ibus numerus fchedularum extra&arum eft i m, omnes
litteras exire non poffe, nifi fuerit in > m, ideoque m > #.,
vel faltem non minus. Denotet iam A numerum omnium
variationum, quae in his m tra&tibus euenire poffunt, eritque
vt iam indicauimus A = [#]*, qui cum fit numerus om
pium cafuum poffibilium , pro noftra quaeftione hinc omnes
cafus excludi debent, qui pauciores quam m litteras con
tinent. Primo ergo , fi numerus litterarum tantum effet
= m — I, quod m modis fieri poteft, numerus cafuum qui
tantum m — I litteras, vel pauciores continent, erit m [*F :]",
quem numerum ponamus = A. Simili modo, fi binae litte
rae excludantur, quod [''] modis fieri poteft, numerus ca
fuum tantum m-2, vel pauciores litteras continentium, erit
[?]. [i; *]*, quem numerum littera B indicemus. Porro fit
C numerus omnium cafuum, qui tantum m—3 litteras vel pau
ciores continent, eritque C = ["]. [*H]". Eodemque modo fit
.. D=[';][t;:j*; F={'}][*#*]*; etc.
Atque his elementis conftitutis imueni numerum omnium ca*
fuum, qui omnes m litteras contineant, effe - }
• - A — A-+-B— C+ D — etc. T . ;
quem numerum indicemus littera X. ... , ...... .... ... : : :
¥ * . , *
* T t 3 A -
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§. 5. Euidens. eft hunc numerum Σ per folam Theo
riam combinationum , determinari poffe, ideoque nulli pror
fus dubio effe obnoxium, ita vt tanquam veritas geometri
ca fpe&ari poffit. . Hinc autem fecundum, Principia Probabi
lium numerus cafuum fauorabilium per numerum omnium
cafuum poffibilium diuifus praebebit probabilitatem quaefitam,
quae ergo fi ponatur = II, erit II = à. Quare cum fit
Σ = A — A —— B — C —#- D — etc.,
pro litteris A, A, B, C, etc. valores affignatos fubftituendo erit :
• Σ=[#]"-[?]["#]*+[#][**]*—[?][TA:]*+ etc.
Haec forma per [#]* diuifa dabit probabilitatem, quod poft
m tra&us 'omnes m litterae exierint, vnde neceffario ifta
expreffio Σ femper nihilo aequalis effe debet , quoties
fuerit ' n < % , quod etiam calculum pro cafibus fimpliciori
bus inftituenti reuera euenire patebit. Veluti fi fuerit m = 7,
f E 3 , i — 2 erit *




[£][Ti;*]*=35. 3*= 945 ;
[?][*;*]*=2I. 1*=21 ;
[7][T;*]*=o ;
vnde prodit X= o.
^r.
§. 6. Dummodo ergo m non fit minus quam ;
femper erit > = o ; at fi fuerit h = #, fiue m = i n, hic
cafus maxime eft memorabilis ; tum enim formula noftra
pro Σ inuenta reduci poteft ad produétum ex meris faéto
ribus conftans. Erit enim • • •-
quod
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Σ=[#]. [*H]-]*=*']. [TE i!].... [£];
quod vt exemplo illuftremus, fumamus vt ante m = 3 et
i = 2, fit vero m = 6, atque forma prior pro Σ data prae
bet Σ="9o, altera vero dat Σ = 15. 6. I = 9o.
« ' • -
§. 7. Quanquam autem hae formulae, fi pro n
maiores numeri accipiantur, valde fiunt prolixae: tamen per
logarithmos haud difficile erit quouis' cafu valorem probabi
litatis II. affignare. Cum enim fit - - -
- . - -
-
— — #*
£= m[#]* ; £=*=[H]" ; §=*=*[*#i*]" ;A - TIT J. * »— •
hinc fumtis logarithmis erit
A —— - - mm .
1 B l 1 m- * m— i T .
1%= 11H — n 1[…TH,] ;
- C — 1 m — : om. m — a T .
- 1% = 1 #*— f 1f;£,l£
. etC.
ex quibus colligitur ,
f A. -- 14x — m. 1 T " {
13 = tm- n tft,f
' B. -— 1 A. _j_ [?m- *_ m - y T.
15 = 1* + 1=*— m 1[;£,]
C — 1 B — 2" , r tm • • • . -1'
1% = 1; + ! 3. — n 1 [£t,]
etc. ' -
Vnde ergo facile inueniuntur valores £, £,%, etc, quibus
inuentis probabilitas, quaefita erit :
— r — A -+- B. — 9.-4- P. — etc.
II= I —£ -+-£— £+-;- etc.
§. 8. Applicemus haec ad cafum fudi initio memo
rati, quo eft m = 9o et i = 5, eritque vt fequitur :
1£=/9o- n 13 : — I, 9542425- h. o, 0248236
1£=1; +f*-m/;;= 1; +I, 64836oo- n. o,esse;
- AT
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13=T;£i;-n1;=1;£, 46,361 4-n. c, 8254o46
* 1%=1§-+!;-nl;;= 1§4-1, 3374593- M. o, 3257654
- 1;=134-1*-n*=14, 2355283-n. o. o26oi33
1£=1#-+1;-ml;:=/£-* I, I5I2676- m. o, o263289
É=t4+1#-ml;;=t5-+I, o791813-m. o, o266522
€tC, etc. -
§. 9. Perfpicuum hic eft, quo màior accipiatur nu
merus tra&uum m, eo promptius iftam progreffionem con
vergere, ita vt, fi n denotet numerum vehementur magnum,
femper proxime proditurum fit II= I : tum fcilicet maxime
erit probabile omnes prorfus m mumeros exiiffe. Contra
autem, fi numerus m paruma fuperet minimum valorem # =18,
euolutio horum terminorum maxime fiet operofa , cum plu
ribus terminis fit opus, ante quam ad euanefcentes perue
niatur. Sumamus m = Ioo, vt huic quaeftioni refpondea
mus : quanta fit probabilitas, vt poft centum tra&tus omnes
nonaginta numeri exierint? Hic ergo erit
A —
1* = 9, 47188, ergo % = o, 2964
1 £= 8, 61917 — # = o, o416
, 1§= 7, 546o7 — §= o, oo35
1%= 6, 31299 — %= o, ooo2. . . . i.
1% = 4, 94719 -- £ = o, oooo
ergo II = o, 74I9,
§. Io. sit m = aoo et pro hoc cafu erit - *.
1 £= 6, 98952, ergo £ = o, ooo97Z§.
1;= 3, 63574, ergo # = o, ooooo
- vnde
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.
vnde colligitur probabilitas, quod poft aoo extra&iones
omnes numeri exierint, II = o, 999o3, quae probabilitas cer
titudini omnes exiiffe valde eft propinqua.
Problema II.
Pofitis quae in Problemate praecedente funt conftituta
quaeritur, quanta futura fit probabilitas, vt faltem mi-I
litterae poft m traétus exienint.
-
Solutio. -
§. I r. Hic ergo numerus traétuum omnes m litte
ras continentium non excluditur, vnde patet traétuum nu
merum noftro praefenti cafu fore maiorem. Calculo autem
fubdu&to, fi numerus horum cafuum ponatur Σ^, inueni fore
Σ^ = A — B -- 2 C — 3 D —H 4 E — 5 F —- etc.
vnde probabilitas, quod poft m traétus faltem m — I litterae
- - - /- > •
exierint, erit II^=*, ideoque
/ •— B C D E.
II = I — ; -+- 2 % — 3 £ -+- 4 ; — etc.
§. 12. Hoc ergo cafu erit -
Σ^= [;] — [?][*;*j 42 [?][*;] — [][;]*-+[?][*;*j" — etc.
Vnde fi applicatio fiat ad ludum memoratum, cum litterae
A, A, B, C, D, etc. eosdem retineant valores, calculus per
logarithmos inftitutus ex inuentis valoribus Â» Ä. %, etc.
facile perficietur. Ita fi poft Ioo tra&us requiratur probabi
litas quod faltem 89 numeri exierint, ob
B .. • 9 — . D — -
Ä = o, o416 ; ; = o, oo35 ; ;; = c, ooo2 ;
Euleri Op. Afnal. Tom. II. V v erit
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erit ifta probabilitas II^= o, 9648. Vnde fequitur probabi
litatem, quod tantum pauciores numeri exierint, fore o, o352.
Problema III.
Iisdem pofitis, vt ha&enus, quaeritur: quanta fit proba
bilitas, vt faltem m-2 litterae poft m traétus fuerint
extraétae.
Solutio.
§. 13. Numerus omnium cafuum, qui faltem m — 2
litteras contineant, per litteras ante ftabilitas A, A, B, C, D, etc.
ita definitur , vt fit
Σ/^ = A — C —H3 D — 6 E —- Io F — etc.
quae expreffio, reftitutis valoribus , hoc modo fe habet :
Σ”=[;]*—[;][7][*;*]*+[£][?][*#J*—[;][;][##:
atque hinc probabilitas erit
II= 1 — §-- 33 — 65 -+- Io ; — etc.
Pro ludo igitur ante memorato, fi quaeratur probabilitas, vt
poft Ioo tra&tus faltem 88 numeri exierint, ea reperietur
iI/^ = o, 9971, vnde probabilitas, quod contrarium euenit,
erit = o, oo29.
Problema generale.
Iisdem pofitis vt ante, quaeritur quanta fit probabilitas,
vt poft m traétus faltem m — λ litterae exierint.
Solutio.
Numerus cafuum ad minimum tot litteras continen
tivm per noftros charaéteres ita commode exprimitur, vt fit
[;]*
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[#]* — [§] [5,] [*=;=* j 4- [^;!][,£,][==;=:T,
—[***] [;£,] [?:-;=*]* -+- etc.
quae formula per terminum primum [#]* diuifa praebebit
probabilitatem quaefitam.
§. 15. In his probabilitatibus aeftimandis vtique af
fumitur omnes litteras ad extrahendum aeque effe procliues,
quod autem Ill. D'Alembert negat affumi poffe. Arbitratur
enim, fimul ad omnes tra&us iam ante peraétos refpici
oportere ; fi enim quaepiam litterae : nimis crebro fuerint
extra&tae, tum eas in fequentibus traétibus rarius exituras ;
contrarium vero euenire fi quaepiam litterae nimis raro
exierint. Haec ratio, fi valeret, etiam valitura effet fi fequen
tes traétus demum poft annum, vel adeo integrum faeculum,
quin etiam fi in alio quocunque loco inftituerentur; atque ob
eandem rationem etiam ratio haberi deberet omnium tra&u-
um , qui iam olim in quibuscunque terrae locis fuerint
peraéti , quo certe vix quicquam abfurdius excogitari poteft.
Demonftratio folutionum praecedentium.
§. 16. Cum numerus omnium litterarum a,b,c,d, etc.
quibus fingulas fchedulas fignatas affumimus, fit = m, hunc
litterarum complexum vocabo fyftema principale, vnde alia
fyftemata deriuata, quae pauciores litteras contineant, formari
conueniet, quae ita in ordines difpefco, vt ordo primus
compleétatur omnia fyftemata quae , tantum m — I litteras
contineant, quorum ergo numerus erit — m. Ad ordinem
vero fecundum referam omnia fyftemata in quibus littera
rum numerus eft m—2, . quorum numerus erit ';. "; '= [?].
Ordo antem tertius habebit omnia fyftemata, vbi numerus
- - V v 3 litte
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litterarum eft m — 3, quorum numerus eft *. *;'. *=*=[?].
Eodem modo numerus fyftematum quarti ordinis tantum
m — 4 litteras continentium erit [?] ; quinti autem or
dinis, vbi tantum m—5 litterae infunt, numerus fyftematum
erit [?], et ita porro.
§. 17. Quae quo fiant clariora, fyftema principale
his fex litteris a b c d e f conftans contemplemur, ex quo
ergo fequentia deriuata cuiusque ordinis refultabunt, quae
hac tabula exhibemus : -
- I. II. | III. ] IV.] V.
a b c d e! a b c d | a b c | a b || a
a b c d fi a b c e | a b d | a c | b
a b c e f, a b c f[a b e,! a d | c |
a b d e f| a b d e | a b f] a e f d ;
a c d e f, a b d f| a c d | a f| e
b c d e fj a b e f] a c e [b c | f
a c d e! a c f}b d
a c d f| a d e ib e !
• . a c e f | a d f|b f
- a d e f| a e f | c d |
b c d e | b c d lc e
b c d f| b c e {cf
b c e f, b c f | d e
b d e f | b d e ; d f}








-33 ) 341 ( $• -
vbi ergo numerus fyftematum ordinis primi eft 6 = [*], or
dinis fecundi I5 = [?] , ordinis tertii 2o = [?], quarti
= I5 = [?], quinti — 6 = [?]. -
§. 18. Nunc euidens eft fingula fyftemata cuiusque
ordinis inferioris in omnibus fuperioribus eontineri, quod
quoties eueniat plurimum intereft obferuaffe. Ita pro cafu
m = 6 fyftema primi ordinis a b c d e in ordine hoc femel
occurrit. At fyftema fecundi ordinis a b c d in primo or
dine bis, in fecnndo femel occurrit. Deinde fyftema tertii
ordinis a b c in primo ordine ter, in fecundo ter, at in ter
tio femel reperitur. Syftema quarti ordinis a b in primo
ordine quater, in fecundo fexies, in tertio quater, in quarto
femel ineft. Denique fyftema quinti ordinis in primo ordine
quinquies occurrit, in fecundo decies, in tertio decies, in
quarto quinquies, in quinto femel. Ex quo manifeftum eft
hos numeros comuenire cum coëfficientibus binomii ad po
teftates eleuato, fiquidem omnia fyftemata in ipfo principali
femel continentur.
§. I9. Hinc ergo in genere pro quouis fyftemate
cuiuspiam ordinis inferioris facile affignari poteft, quot modis
in quolibet ordine fuperiore occurrat, id quod fequens tabula
manifefto declarabit , vbi fyftema principale littera O , fy
ftemata autem primi , fecundi , tertii , quartii, etc. Ordinis
notis romanis I, II, III, IV V, VI denotabo. -
V v 3 - %),
O | I ■ II VIII 1 IV | V [VI
J-|-|-|-|-|-|-|-|-
777 - I i I ■ I -
//, — 2 I I I 2 I I
/m- 3 [ I | 3 ; 3 I I
/m- 4. 1 1 I 4. | 6 ! 4. | I
m— 5 [ I I 5 ! I o | I o ] 5 I I.
n—6| I ! 6 || 1 5 ae, is 6 1 I
— — | — | — | — | — | — — — !
m—Al[?] [[?] [[?]! [%]i[?]|[*]|[?]
§. 2o. Confideremus nunc numerum fchedularum,
quae quouis tra&u tam ex fyftemate principali aétu extra
huntur, quam ex fyftematibus deriuatis extrahi concipi pos
funt , quae quidem ex principali facillime deduci poterunt.
Quodfi quouis tra&u vnica littera extrahatur, pro fyftemate
principali numerus tra&uum diuerforum erit = [?] ; fin
autem binae litterae fimul extrahantur, numerus omnium
traétuum diuerforum erit ';. ti;i = [?]. Si ternae litterae
1 ”.
quouis tra&tu extrahantur, numerus tra&tuum diuerforum
erit [%] , atque in genere , fi i litterae quouis traétu ex
trahantur, numerus omnium traétuum diuerforum erit [#].
Sin autem tales extra&iones etiam ex fyftematibus deriuatis
fieri concipiantur, pro quolibet fyftemate ordinis primi nume
rus traétuum diuerforum erit [T-E i], ordinis fecundi = [#],
ordinis tertii ["£!], et ita porro.
§. 21. Quodfi iam hae extra&iones bis repetantur,
quoniam pro fyftemate principali quemlibet tra&tum non
-
folum
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folum reliquae omnes fequi poffunt , fed etiam ipfae , nu
merus diuerforum cafuum erit [?: ]'. Si tres extra&io
nes fucceffiue inftituantur, omnium cafuum numerus erit [#];
atque in genere , fi n extra&iones fibi fuccedant , numerus
omnium cafuum poffibilium erit [#-]*, quem numerum litte
ra A fupra defignauimus, ita vt fit A = [#]".
§. 22. Simili modo numerus omnium cafuum, qui in
quolibet fyftemate primi ordinis locum habere poffunt, eft
[1,2]"; quare cum horum fyftematum numerus fit [?],
numerus omnium cafuum, quem primus ordo praebet, erit
[j][;j', quemque littera A defignemus, ita vt fit A=[7][*;'].
Eodem modo facile intelligitur, numerum omnium cafuum,
qui ex fingulis fyftematibus oriri poffunt effe
pro ordine fecundo B= ["] [t=3]",
pro ordine tertio C — [?] ["=*]",
pro ordine quarto D = [f] […]* ,
et ita porro. His iam praemiffis folutiones fingulorum Pro
blematum praecedentium facile expedire licebit.
Pro Problemate primo.
§. 23. Cum in hoc Problemate ex omnibus cafibus
poffibilibus , quorum numerus eft A , ii enumerari debeant,
qui omnes m litteras inuoluunt, inde excludamus primo
omnes cafus, qui tantum mi — I litteras, vel pauciores con
tinent, quod fiet fi omnes cafus poffibiles primi ordinis,
quorum numerus eft A, aufferamus. Hoc enim modo ca
fus, qui m — I litteras continent, e medio tollentur. At vero
cafus qui m — 2 litteras continent, bis aufferentur hoc modo;
vnde
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vnde in formula A — A femel deficient, ita vt eo
rum numerus I — 2 = — I. At pro cafibus m — 3 litteras con
tinentibus * numerus, quo in formula A — A occurrent, erit
• I — 3 = — 2. Simili modo pro m—4 habebimus I—4=—3,
et ita porro, qui ergo cafus deficientes iterum reftitui de
bebunt.
§. 24. Cafus autem formae m — 2 femel deficientes
reftituentur, fi ad formulam A—A addatur B. _ Hoc autem
modo terminos formae m — 3 ter adduntur, cum tamen bis
tantum deficiffent, ergo nunc femel abundabunt, fiue index erit
+I, At forma m-4 fexies adiicitur, cum tantum ter defuiffet,
- ideoque index erit -+- 2. Simili modo pro terminis formae
n — 5 index erit Io — 4 = -+- 6, et ita porro.
§. 25. Vt igitur hos eafus iam abundantes iterum
tollamus, fubtrahamus omnes cafus ordinis tertii — C. Hoc
enim modo termini formae m — 3 penitus tollentur, reliqui
autem nimis crebro aufferentur, fcilicet pro ordine m — 4
index erit — I , pro ordine m — 5, index erit — 4, etc.
§. 26. Quia forma m — 4 femel deficit, reftitutio
fiet addendo litteram D. Inferiores autem nunc redunda
bunt fecundum indices I, 5, 15, etc. vnde E fubtrahendo hi
tollentur ; quod minis fubtra&tum eft additione litterae F
reftituetur, et ita porro.
§. 27. Hinc iam fatis manifeftum eft, ex forma A
fublatos effe omnes cafus pauciores quam m litteras conti
nentes , quorum ergo reftantium numerus erit
A — A -+- B — C —— D — E +— F — etc.
quem
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quem indicauimus per Y, ficque Solutio primi Problematis
firmiter efl demon(trata. :
Pro Problemate fecundo.
' §. 28. Manifeftum eft , fecundum idem, qu6 hie
vfi fumus, ratiocinium procedendo, demonftrationem pro fe
cundi Problematis folutione adornari poffe. Nec opus erit
omnia tam prolixe exponere. Cum enim ex numero ca
fuum poffibilium A ii fint enumerandi, qui tantum m- I lit
teras continent, ftatim patet, hinc excludendos effe omnes
cafus m — 2 litteras continentes, quod fiet fi a numero A
numerus B fubtrahatur. At tabula fupra § 19 data declarat,
hoc modo terminos formae m — 3 ter ablaturos effe, cum
tamen femel tantum fubtrahi debuiffent, et ita de reliquis
formis. Ad eos reftituendos addatur numerus 2 C, quo nu
meri deficientes formae m — 3 penitus tollentur : redunda
bunt autem numeri formae m — 4, indice 3 ; ac magis fu
perfluunt fequentes. Quo priores tollantur iterum fubtrahi
debet numerus 3 D, quo fublato termini formae m — 4 ex
clufi erunt. Deficientes numeri formae m — 5 et fequen
tium iterum additione numeri 4 E erunt reftituendi, et ita
porro , quibus operationibus peraétis numerus reftantium
er1t
Σ/= A—B-+- 2C—3D—-4E—5F—— etc.
ficque folutio fecundi Problematis eft demonftrata.
Pro Problemate tertio.
§. 29. Hic a numero A fubtrahi debet numeriis
C, quo cafus m — 3 fchedularum excludantur , et quia hoc
pa&to numerus m — 4 quater fubtrahitur, cum tantum fe
Euleri 0p. Anal. Tom. II. X x mel
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mel redundabat, iterum addi debet numerus 3 D, quo ille et
feqnentes deficientes reftituantur. Quod excedit fubtra&ione
numeri 6 E tolletur: deficientes vero additione numeri Io F
reftituendi funt, et ita porro, vnde numerus cafuum m — 2
litteras continentium erit - -
Σ^^ — A — C —#— 3 D — 6 E —HIo F — etc.
quemadmodum in folutione tertii Problematis affeueraui. Hoc
modo igitur haec etiam folutio firmiter eft demonftrata.
- - -
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